KRUZNA PLOCA

Jednacina ploc¢e u polarnim koordinatama

Transformacijom koordinata, moguce je iz izvedenih jednacina za pravougaonu plocu dobiti
odgovarajuce jednacine za kruznu plocu. Za jednostavniju analizu problema koji se odnose na kruzne
ploce, posmatrac¢emo plocu u polarnim koordinatama. Diferencijalnu jednacinu ploce izves¢emo,

dakle, u polarnim koordinatama.
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Slika 1.

Polarne koordinate su:
r u pravcu radijusa ploce, ¢ U pravcu tangente na krug i z upravno na ravan ploce (SI.1).

Komponentalna pomeranja (komponente ukupnog vektora pomeranja neke tacke u pravcima
koordinatnih osa) su:

u- pomeranje u pravcu radijusa ploce,
V - pomeranje u pravcu tangente na koncentri¢ni krug,

W - pomeranje u pravcu normale na srednju ravan.

Kao i u pravouglim koordinatama, shodno u¢injenim hipotezama imamo:

£, :é—wzv =0, odnosno w =w(r,p).

Takode su i klizanja izmedu pravaca r i z odnosno ¢ i z jednaka nuli:
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Integracijom kao i ranije imamo:
W o (2)
or rop



Komponentalne deformacije, naponi i sile u preseku

Izrazi za komponentalne deformacije putem pomeranja u izabranom polarnom koordinatnom sistemu
bice drugaciji od onih na koje smo navikli u pravolinijskim koordinatama. Ove izraze ¢emo izvesti
posmatrajuci deformaciju elementarnih linijskih elemenata u pravcima r i ¢ , a to su luk MM, i duz
MM; (S1.2).

U ravni Orp, tataka M ima pomeranje u u pravcu radijusa ploce su i v u pravcu tangente na
koncentri¢ni krug, tako da posle deformacije tacka M prelazi u polozaj M’.

Pomeranja tatku My, koja je na nekom rastojanju rdg od tacke M, ¢ée se razlikovati za prirastaje

a—urd(p u pravcu u, iza ﬂrdgp u pravcu v.
rde rde

Pomeranja tacke M,, koja je na nekom rastojanju dr u pravcu r od tatke M, ¢e se razlikovati za

. .. . ou . ov
prirastaje Wdr upravcu uiza Edr u pravcu v.

Razmotri¢cemo deformacijske veli¢ine: o
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Slika 2.
Dilatacija u pravcu radijusa r:
au dr—
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Dilatacija u pravcu ¢ sastoji se iz dva dela. Prvi deo potice od promene duzine luka rdyp izazvane
razlikom pomeranja v izmedu tacaka M i M,
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Drugi deo dilatacije u pravcu ¢ nastaje usled pomeranja u. Tacke elementa rdp, zanemarujuci male
veli¢ine viseg reda, prelaze na krug polupreénika r+u. Sada duzina rde postaje (r+u)dp. Razlika
izmedu nove i prvobitne duzine podeljena sa prvobitnom duzinom predstavlja dilataciju

@) _(r+uldp-rdp _u 4)
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Ukupna dilatacija u pravcu ¢ bice:
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Klizanje, odnosno promena prvobitno pravog ugla izmedu pravacar i ¢.
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Pomeranja smo ve¢ razmotrili u=-z—, v=-z——-.
or rop

Komponentalne deformacije. Unoseéi u jednacine (2), (5) i (6) izraze za pomeranja (1), dobijamo:
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Komponentalni naponi i sile u preseku

Prema Hook-ovom zakonu veze izmedu napona i deformacija su:

Oy :5(6} +V8(/,>
o, = 1_L( +ve,) (10)
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Trp = 21—1/2 (1_V)7/r(p

Momente savijanja M,, M, i momet torzije M,,,, dobijamo preko poznatih izraza za sile u presecima:

M, :ja,zdz, M, =J.cr¢,zdz i M, :Irr(pzdw. (11)

Ako izraze 7,8,9 unesemo u 10, a tako dobijene izraze za napone u izraze 11, i izvr§imo integraciju,
dobijamo izraze za sile u presecima:

2 2
M, o | 2w, [ Ot Law
or>  \r?op® ror

o’w  low  o%w .
M,/,:—k{ +——+v—:| a1)

rlop? ror - or?

2
M., =—k(l—v ow _1ow
rorop r? or



Uslovi ravnoteze i jednac¢ina ploce

Da bismo dobili vezu izmedu sila u preseku i optere¢enja, posmatraéemo element kruzne plo¢e na
S1.3, optereéen proizvoljnim optereéenjem z(r,p) koji je iseCen sa dve ravni kroz centar ploce upravne
na srednju povrsinu, koje zaklapaju ugao dg i dve cilindri¢ne povrsine na odstojanju dr.

Na strani elementa r=const deluje moment savijanja M,rdg, torzioni moment M,,rdg i transverzalna
sila T,rdg koja je na slici prikazana da deluje u pozitivnom smeru.

Na strani elementa p=const deluje moment savijanja M,dr, torzioni moment M,,dr i transverzalna sila
T.dr koja je na slici prikazana da deluje u pozitivnom smeru.

Pri prelasku na stranu p+dp=const sile dobijaju prirastaj samo usled promene koordinate ¢.

Za odredivanje veze izmedu sila u preseku i opterecenja moZzemo postaviti tri uslova ravnoteze.
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Slika 3.b

Slika 3.a
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Kao prvo posmatra¢emo staticki momenat svih sila oko tangente na krug r + > u tezistu elementa.

Radijalni momenti daju rezultuju¢i momenat:

—a(gﬂrr)drdgo ()
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Torzioni momenti daju:
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Tangencijalni momenti na stranama ¢=const i ¢p+de=const daju, zanemarujuéi vrednost prirastaja

oM
? de , prema Sl. 3b rezultujuéi vektor u pravcu tangente:
4

M, drdg (1
Transverzalne sile T, daju momenat:
~T,rdgdr (v)



I ovde je vrednost prirastaja dr, kao mala veliCina viSeg reda, zanemarena u odnosu na T,r.
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Ako saberemo izraze (1), (II), (IIT) i (IV), vode¢i ra¢una da je za diferencijalno mali ugao dop, cosdp~1
i skratimo sa drdyp dobi¢emo jednadinu:
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Na sli¢an na¢in mozemo postaviti uslov i da je staticki moment oko radijusa koji prolazi kroz teziste
elementa jednak nuli. Treba voditi racuna da i torzioni momenti na stranama ¢=const i ¢+dp=const,
prema S1.3.c daju rezultuju¢i moment M, drde oko pomenutog radijusa. Tako nam drugi uslov

ravnoteze daje jednacinu:

oMy,r) M,

>M,=0= pe + 2o +M,=T,r=0 (13)
Iz uslova da je zbir svih sila u pravcu z-ose jednak nuli sledi:
oT,
Zz=0:>m+—‘p+zr=0 (14)
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Transverzalne sile

Ako iz jednacine (12) izrazimo Ty, a iz jednacine (13) T,, unose¢i izraze za momente u funkciji
pomeranja prema jednacinama (11), dobi¢emo:
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Izraze (15) mozemo napisati u obliku:

0
Tr = —k 5 (AW)

10
T =-k=—(4
4 rﬁgz)( W)

(16)

Diferencijalna jednacina
Ako izraze (16) unesemo u tre¢i uslov ravnoteze odnosno jednacinu (14), dobijamo:
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Jednacina (17) predstavlja diferencijalnu jednac¢inu ploce u polarnom koordinatnom sistemu.



