LJUSKE
UvoD
1. Definicije i osnovne pretpostavke

Povrsinski sistemi nosaca Cija srednja povrSina ima jednostruku ili dvostruku krivinu
nazivaju se ljuske. Ljuskom nazivamo povrSinsku konstrukciju ograni¢enu sa dve krive povrsi na
ostojanju h za koje pretpostavljamo da je malo u odnosu na ostale dimenzije. Geometrijsko mesto
taCaka, izmedu tih povrsi, jednako udaljenih od ovih povrsi, nazivamo srednjom povrsi date ljuske.
Kod ovih nosaca ne moze se razdvojiti problem savijanja od problema plocastog nosaca, pa je zato
proracun ljuski sloZeniji od proracuna ravnih povrsinskih nosaca - ploca.

U izucavanju ljuski smatra se da je materijal izotropan i da se pokorava generalisanom
Hook-ovom zakonu, tj. da vaze sledeée pretpostavke:

1) debljina ljuske je mala u odnosu na druge dimenzije ljuske;

2) ugibi su mali u odnosu na debljinu ljuske;

3) linijski element koji je bio pre deformacije upravan na srednju povrs ljuske ostaje i posle

deformacije upravan na deformisanu srednju povrs;

4) naponi upravni na srednju povrs tako su mali da se mogu zanemariti.

Na osnovu ovih pretpostavki izvodi se teorija ljuski. Koliko ¢e uvedene pretpostavke vaziti
zavisi od toga kakva je debljina ljuske u odnosu na ostale dimenzije.

Prema debljini ljuske se dele na:

- tanke,

- srednje debele,

- debele.

Sve pretpostavke dosta dobro vaze za tanke ljuske, za srednje debele i debele ljuske nisu
dovoljno ta¢ne, mada jasna granica u pogledu debljine ljuske ne postoji. U gradevisnkoj praksi se
najviSe primenjuju tanke ljuske 1 njih analiziramo 1 prouavamo. Sra¢unavanje uticaja u presecima
ljuske je sloZenije u odnosu na plocu.

Primeni ljuski u gradevinarstvu doprinela su izvanredna svojstva armiranog betona koji je
otvorio Siroko polje za primenu racionalnih konstruktivnih sistema. Ljuske se kao konstrukcije ili
kao elementi konstrukcije izraduju od razli¢itih materijala i primenjuju u mnogim oblastima
tehnike. U gradevinarstvu je 1 celik kao materijal za ljuske relativno Siroko zastupljen u
konstrukcijama kao: rezervoari, cevovodi i sl. Gradevinske konstrukcije u obliku ljuski—ljuskaste
konstrukcije su ekonomi¢ne ako su tanke i ako rade u membranskom naponskom stanju.

2. Sile u presecima ljuske

Da bismo govorili o silama koje se javljaju u ljusci, posmatramo jedan element ljuske, u
okolini tacke A ogranicen slede¢im presecima:

x=const. i Xx+dx = const.
y=const. i y+dy = const.

=cons
y y+dy=const

/ : y A X=const
z

X X+dx=const

Slika 1.
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Element je tako iseCen da su ravni upravne na srednju povrsinu ljuske, a X 1y linije su
medusobno ortogonalne. Posmatramo element iseCen u okolini tacke A presecima upravnim na
srednju povrSinu. Sa ry i Iy su oblezeni poluprecnici glavnih krivina. Redukcioni moment i
rezultantu svih sila koje deluju u poprecnim presecima u odnosu na srednju povrsinu ljuske, mereno
na jedinicu duzine odgovaraju¢e koordinatne linije (X ili y) razlozi¢emo na komponente u pravcima
tangenti na koordinatne linije x, y i u pravcu normale z.

Ako je duzina srednje povrsi jedinica, onda toj jedinici duzine srednje povrsi elementa dela ljuske

. v . . YA v ey v . v
odgovara jedna nova duzina koja iznosi: 1+— duz strane y=const. Jedini¢na duzina srednje povrsi
I'-X

. . . YA
ljuske na strani x=const. je 1+ — .
I
y

Slika 2.

Elementarna povrSina je jednaka (1+ ri)dz .Ukupna sila (preko Srafirane povrSine na Sl.2) iznosi
X

z . T . ve .
o,(1+—=)dz, gde su oy,0,,7,, Naponi na jedinicnoj povrSini. Ovde se podrazumeva da je dx=1,
rX

tj.duzina elementa srednje povrSine ljuske. Ako duZina elementa srednje povrSine ljuske nije

jedinica, nego dx onda je ukupna sila jednaka cy(1+ri)dzdx.

Kada se izvrsi redukcija svih ovih sila na srednju povrSinu ljuske dobijaju se sledece sile: normalne
sile, sile smicanja, transverzale sile, momenti savijanja i torzioni momenti.

My odnosno My je pozitivan ako zateze donju stranu ljuske i lezi u ravni z, a deluje u ravni za koju je
y=const, odnosno x=const.



Slika 3.

Slika 4.

Sile u presecima na jedinicu duzine srednje povrsine ljuske date su izrazima:

Za presek x=const.
h/2
Ny= [ oo+ —)dz
-h/2 y
h/2 7
N,y = j 1 (L+—)dz

Za presek y=const.
h/2

= [ oy~ Zydz
-h/2 rx

Ny

h/2 7
Ny = erx(l—ir—)dz

—h/2 y —h/2 X
h/2 7 h/2 7
M, =-— j o 2(1+-=)dz M, = j o, z(L+—)dz (1)
-h/2 ry —h/2 "x
(1)
h/2 7 h/2 7
My == [ tq2+)dz My=— [ tp2(l+)dz
-h/2 ry -h/2 rx

h/2 7
To=— [ 1o+ )z
-h/2 y

h/2 7
Ty= [ rp+)dz
-h/2 X

| ovde je, obzirom da ose X i y ¢ine pravougli sistem koordinata

Txy = Tyx y

@)

ali sile N,y i Ny, odnosno torzioni momenti My, i My su jednaki samo u sluc¢aju kada je ispunjen

uslov:

ry =1y

(3)

Kako Sirine bo¢nih strana elementa ljuske zavise od z ne mogu komponenete napona koje
deluju paralelno srednjoj povrsini i ako se racunaju na osnovu pretpostavke (3) biti linearno
rasporedene po debljini ljuske.

. S . z z L :
No, kako su ¢lanovi koji sadrze odnose — odnosno — vrlo mali, jer je h a prema tome i z vrlo
r, r
y
malo u poredenju sa polupre¢nikom krivine, povrsine preseka se mogu smatrati pravougaonicima i
tada se raspodela napona moze smatrati linearnom po debljini ljuske.
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Slika 5.

Veli¢ina ovih komponentalnih napona realno je zavisna od ostojanja z posmatrane tacke od srednje
povrsine. Osa z usmerena je u pravcu spoljne normale ljuske.

3. Membransko stanje napona

U mnogim slu¢ajevima pretpostavja se da su naponi koji deluju paralelno srednjoj povrSini
ravnomerno raspodeljeni po debljini ljuske h i da su stoga nezavisni od z. Tada se, pri integraciji
izraza za preseCne sile, naponi mogu staviti ispred znaka integrala. ReSenja integrala su u tom
slucaju:

h/2 7
Ny=oyx [ (1+=)dz=cyh
2 Yy

hi/2 7
Ny =0, | (1+=)dz =0y
-h/2 X
hi2 7
Ny =Ty | @+)dz=14h
-h/2 y
hi/2

VA
Ny =Ty [ @+=)dz=1,h

-h/2 X
h/2 3 2
My =-0, | (L+)zdz=—oy L L
o y 12r, 12r,
(4)
hjz ; h3
M, =-c (l+—)zdz=-0,— 4)
y y y
2 . 12r,
hjz 7 3
My =-1y | A+—)zdz=-1, —
2y 12r,
hjz 7 3
M,, =—1 Ql+—)zdz=-1,, —
yx yx yX
-h/2 X 12ry
h/2 7
To=—ty | @+=)dz=—tyh
-h/2 ry
h/2 7
T, =Ty j (1+=)dz=—tyh
-h/2 X
: . hd 8 . .
S obzirom na pretpostavku (1), clanovi o odnosno su mali tako da se mogu zanemariti pa
I I
y X
ostaju presecne sile:
Nxzo-xh, Nyzo-yh, ny:NyX: TXy h: TyX h
Ty=1yy h, Ty=17y h (5)



Zbog ravnoteze elemenata ljuske moraju i transverzalne sile Ty i Ty biti jednake nuli, pa
jedine sile koje napadaju element ljuske u membranskoj teoriji su normalne sile Ny i Ny i sile
smicanja Ny,=Nyy. Ove sile deluju paralelno srednjoj ravni i esto se zovu membranske sile, a teorija
ljuski zasnovana na zanemarivanju napona membranskom teorijom. Pri membranskom stanju
napona (stanje napona oslobodeno od savijanja) srednja povrsina ljuske trpi promenu krivine, ali
naponi koji se usled toga javljaju su tako mali da se mogu zanemariti.

Sa matemati¢kog gledista reSavanja membranska teorija je jednostavnija od teorije savijanja
ljuski. Broj presecnih sila smanjuje se na 4, tj.zanemarujuci u izrazima za Ny i Ny, ¢lanove ri I ri’

x y
u stvari svodi se na svega 3 nepoznate presecne sile: Ny, Ny i Nyy =Ny, pa se, obzirom da se broj
uslova ravnoteze svodi na 3, mogu odrediti sve presecne sile. U slucaju staticki odedenog oslanjanja
ljuske sile se mogu proracunati iz samih uslova ravnoteze i na taj nacin zadatak postaje staticki
odreden.

Naponsko stanje ljuske sme se smatrati priblizno slobodnim od savijanja (to je specijalan
slu¢aj naprezanja) samo ako su ispunjeni sledec¢i uslovi:

e ljuska treba da ima glatko promenljivu, neprekinutu srednju povrsinu, odnosno
srednja povrsina ljuske treba da bude neprekidna funkcija koordinata;
e debljina ljuske treba da bude konstantna ili kontinualno promenljiva;
e opterecenje ljuske mora da bude blago promenljivo i bez skokova;
e oslanjanje ljuske treba da bude takvo da je omoguceno slobodno pomeranje krajeva
ljuske u pravcu normale na srednju povrsinu;
e sile koje deluju na krajevima ljuske treba da leZze u tangencijalnoj ravni srednje
povrsine.
Kod gradevinskih konstrukcija Cesto nije moguée ostvariti ove uslove, posebno u pogledu
oslanjanja i opterecenja.

Membransko naprezanje ljuske najbolje ¢emo razjasniti analizom lu¢nog linijskog nosaca.
Za luk ¢ija je osovina deo kruga za radijalno opterecenje javljaju se samo normalne sile, tj. Ny=p-r.
Naprezanje luka je membransko jer se ne javljaju momenti ni transverzalne sile.

Za razliku od linijskih sistema kod kojih samo jedno opterecenje izaziva membransko
naprezanje, kod ljuski je to obicno moguce za vise vrsta (konstelacija) opterecenja.

Ny=p-r

Slika 6.

Membranska teorija,u izvesnom broju slucajeva daje zadovoljavajuce tacna, tj. prihvatljiva
reSenja za praksu. Medutim, u slucajevima kada se reSenja po membranskoj teoriji ne mogu
prihvatiti, ona mogu biti prvi korak za opste resenje po teoriji savijanja —momentnoj teoriji.

Bilo kako da konstruisemo ljusku u blizini oslanjanja mora se dobro obezbediti u delu
naleganja gde se naglo menja visina ljuske i naprezanje nije viSe membransko jer postoje i momenti
1 transverzalne sile ali se javljaju samo u uskoj lokalnoj zoni 1 brzo is¢ezavaju. Znaci, samo u
lokalnoj zoni oslanjanja postoji remecenje membranskog stanja naprezanja.
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Slika 7.

MEMBRANSKA TEORIJA ROTACIONIH LJUSKI

Rotaciona ljuska je takva konstrukcija ¢ija srednja povrSina nastaje obrtanjem neke ravne
krive (meridijana) oko prave koja lezi u njenoj ravni (osa kupole ili rezervoara). Tacke srednje
povrsine odredene su odgovaraju¢om meridijanskom ravni koja je utvrdena uglom v i uglom ¢ koji
normala na povrsinu gradi sa osom rotacije meridijana. Polupre¢nike glavnih krivina (meridijanske
i popreéne krivine) oznac¢avamo sa Iy i I a polupreénik paralelnog kruga sa r,.

Posmatracemo element rotacione ljuske odreden uglovima v i v+dv (meridijanima) i
paralelnim krugovima odredenim uglovima ¢ i p+dp. Bo¢ne povrsine ovog elementarnog dela stoje
upravno na srednju povrsinu ljuske.

AB = adé
E = rodV

dé&=cospdv
ad¢ = rydv e

dgzrgodv=005(pdv

Slika 8.

Sa slike se ispisuju slede¢e geometrijske veze:
rodv =rysing dv, rodv=adl, d&=cosp dv. (6)



1. Uslovi ravnoteze

Da bismo ispisali uslove ravnoteze potrebno je da na izdvojenom elementu ljuske (SI.9)
nanesemo sve sile. Sile na jedinicu duzine srednje povrSine ljuske ozna¢avamo sa: N,, Ny, N, =N, .
Kontunualno rasporedeno opterecenje p po jedinici srednje povrSine razloZimo u komponente X, U
pravcu tangente na paralelni krug, Y u pravcu tangente na meridijan i Z pravcu normale na srednju
povrsinu. X i Y su pozitivne u smeru porasta uglova v i ¢ , Z pozitivna kada je usmerena prema
unutrasnjosti luka.

Naponsko stanje ljuske promenljivo je od tacke do tacke, pa se stoga i sile na stranama
elementa razlikuju za diferencijalne priraste. U pravcu v (tangente na paralelni krug) sila N, prirasta

@:vv dv u preseku v+dv u odnosu na silu N, u preseku v=const. U preseku g=const. dakle u pravcu

tangente na meridijansku krivu deluje sila N,,dv. U preseku g-+dp=const ne prirasta samo sila N,,
ve¢ i poluprecnik ro tako da prirast iznosi Wd(p. Ovo isto vazi i za sile smicanja N,, 0dnosno

¢
Now.

U membranskoj teoriji rotacionih ljuski broj nepoznatih sila je tri i to: N, Ny i N, = Ny,

Za njihovo odredivanje stoje nam na raspolaanju tri uslova ravnoteze elementarnog dela
ljuske i to:

1) Zbir komponenti svih sila u pravcu tangente na paralelni krug mora biti jednak nuli;
2) Zbir komponenti svih sila u pravcu tangente na meridijan mora biti nula;

3) Zbir komponenti svih sila u pravcu normale na povr§ mora biti nula.
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Slika 9.
O(N,,, I
YX=0 = %dgpdv+%rld(pdv+prrlcos<odvdqo+Xr0rld(pdv=O
2
O(N,r, oN
>Y=0 :>%d(pdvnL a\:“’ r,dedv + N_r, cosededy +Yrr,dedv =0 (7)

2.Z2=0 = N,rdedv+N,rsinpdedv + Zr,r,dedv = 0

Ako jednacine (7) podelimo sa dpdv dobijamo:

O(N_.r
Ny o) +%rl +N,, 1, COS@+ X, =0

op
O(N,r)  ON,,
+ r,+N_r,coso+Yrr =0 8
20 v 1 vl ¢ ol1 ( )
N
— 4 N, =-Z
n r,

Treca jednacina iz sistema jednacina (8) dobijena je u ovom obliku unoSenjem izraza ro= rysing u
trecu jednacinu sistema jednacina (7) i deljenjem cele jedaCine sa rirasinpdpdv.



