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1 Vektorska funkcija jedne promen	ive

1.1 Glavna normala i rektifikaciona ravan

Ukoliko je jednaqina krive u funkciji prirodnog parametra, vektorska jednaqina

glavne normale glasi

(R− r)×N = 0 ⇔ (R− r)× 1

κ
d2r

ds2
= 0 ⇔ (R− r)× d2r

ds2
= 0.

Ako je kriva zadata u funkciji proizvo	nog parametra u, polaze�i od

K =
s′r′′ − s′′r′

s′3
, (1)

s obzirom na to da je K = κN , ort glavne normale zapisujemo u obliku

N =
1

s′3κ
(s′r′′ − s′′r′) =

1

s′4κ
(s′2r′′ − s′s′′r′),

pa jednaqina glavne normale postaje

(R− r)× (s′2r′′ − s′s′′r′) = 0.

Kako iz s′ =
√
x′2 + y′2 + z′2, sledi s′s′′ = x′x′′ + y′y′′ + z′z′′, dobija se

s′2r′′ − s′s′′r′ =

(∣∣∣∣ x′′ y′y′′ + z′z′′

x′ y′2 + z′2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ y′′ z′z′′ + x′x′′

y′ z′2 + x′2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ z′′ x′x′′ + y′y′′

z′ x′2 + y′2

∣∣∣∣) .
Stoga, jednaqina glavne normale u simetriqnom obliku glasi

X − x∣∣∣∣ x′′ y′y′′ + z′z′′

x′ y′2 + z′2

∣∣∣∣ =
Y − y∣∣∣∣ y′′ z′z′′ + x′x′′

y′ z′2 + x′2

∣∣∣∣ =
Z − z∣∣∣∣ z′′ x′x′′ + y′y′′

z′ x′2 + y′2

∣∣∣∣ .
Ravan ortogonalna sa vektorom glavne normale naziva se rektifikacionom

ravni. �ena vektorska jednaqina je

(R− r) · (s′2r′′ − s′s′′r′) = 0.

U skalarnom obliku jednaqina rektifikacione ravni glasi∣∣∣∣ x′′ y′y′′ + z′z′′

x′ y′2 + z′2

∣∣∣∣ (X − x) +

∣∣∣∣ y′′ z′z′′ + x′x′′

y′ z′2 + x′2

∣∣∣∣ (Y − y) +

∣∣∣∣ z′′ x′x′′ + y′y′′

z′ x′2 + y′2

∣∣∣∣ (Z − z) = 0.
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1.2 Binormala i oskulatorna ravan

Vektorskim mno�e�em T i N dobijamo ort binormale, koji oznaqavamo sa B.

Dakle B = T ×N . Ortovi T ,N ,B qine prirodni trijedar desne orijentacije.

Ravan odre�ena vektorima T i N je oskulatorna ravan. Ako je R vektor

polo�aja proizvo	ne taqke ove ravni, vektori R − r, T , N su komplanarni, pa

se dobija

[R− r,T ,N ] = 0, (2)

xto predstav	a jednaqinu oskulatorne ravni, a kako su oskulatorna ravan i

ort binormale me�usobno ortogonalani, vektorska jednaqina binormale glasi

(R− r)×B = 0.

U sluqaju da je kriva zadata u funkciji proizvo	nog parametra u, iz

r′ × r′′ = r′ × (s′′T + s′2κN) = r′ × (s′2κN)

= s′3κ
(r′
s′

×N
)
= s′3κ(T ×N)

(3)

nalazimo

B = T ×N =
1

s′3κ
(r′ × r′′), (4)

pa jednaqina (2), na osnovu (1), postaje

[R− r,T ,N ] =
[
R− r,

r′

s′
,
s′r′′ − s′′r′

s′3κ

]
=

[
R− r,

r′

s′
,
r′′

s′2κ

]
= 0,

odakle dobijamo

[R− r, r′, r′′] = 0,

tako da je za nala�e�e �enog skalarnog oblika dovo	no na�i samo prvi i drugi

izvod vektorske funkcije r. Na taj naqin, jednaqina oskulatorne ravni, u sluqaju
proizvo	nog parametra u, postaje∣∣∣∣∣∣

X − x Y − y Z − z
x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

∣∣∣∣∣∣ = 0,

a jednaqina binormale je

X − x∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣ =
Y − y∣∣∣∣ z′ x′

z′′ x′′

∣∣∣∣ =
Z − z∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣ .
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Primer 1.1 Data je kriva r(u) = (2 cos2 u, sin 2u, 2 sinu). Pokazati da kriva le�i u
preseku sfere i cilindra, qija je generatrisa paralelna osi z, i odrediti �ihove jed-

naqine. Na�i jednaqinu oskulatorne ravni krive u taqki koja se dobija za u =
π

2
.

Kako je x2 + y2 + z2 = 4 cos4 u+ 4 sin2 u cos2 u+ 4 sin2 u = 4, dobija se jednaqina sfere
x2 + y2 + z2 = 4. Iz x2 + y2 = 4 cos4 u + 4 sin2 u cos2 u = 4 cos2 u = 2x nalazimo da je
x2 + y2 = 2x jednaqina cilindra.

Jednaqina oskulatorne ravni u taqki koja se dobija za u =
π

2
glasi∣∣∣∣∣∣

X Y Z − 2
0 −2 0
4 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ X + 2Z − 4 = 0.

Primer 1.2 Za krivu r = (cos2 u, sinu cosu, sinu) odredi�emo ortove prirodnog trije-
dra u taqki koja se dobija za u = 0. Najpre nalazimo

r′ = (−2 cosu sinu, cos 2u, cosu), r′′ = (−2 cos 2u,−2 sin 2u,− sinu)

i s′ =
√
1 + cos2 u, s′′ =

− cosu sinu

s′
. Za u = 0 je s′ =

√
2, s′′ = 0 i r′ = (0, 1, 1),

r′′ = (−2, 0, 0), odakle je K = (−1, 0, 0) i |K| = 1, pa je ort glavne normale N = (−1, 0, 0).

S obzirom da je T =
r′√
2
, za ort binormale dobijamo B = T ×N =

(
0,− 1√

2
,
1√
2

)
.

1.3 Krug krivine

Krugom krivine (ili oskulatornom kru�nicom)

u taqki M krive naziva se kru�nica koja pro-

lazi kroz taqku M krive, ima sa krivom u taqki

M zajedniqku tangentu, nalazi se sa one strane

tangente na koju je usmeren vektor krivine K i

ima zakriv	enost jednaku zakriv	enosti krive u

taqki M . Polupreqnik R kruga krivine naziva se

tako�e polupreqnikom krivine krive u taqki M .

Vrednost polupreqnika kruga krivine jednaka je

reciproqnoj vrednosti inteziteta vektora krivine. Zato je vrednost polupre-

qnika krivine R krive u datoj taqki jednaka reciproqnoj vrednosti apsolutne

vrednosti zakriv	enosti u toj taqki, to jest, R = 1/κ.
Centar C kruga krivine naziva se centrom krivine krive. S obzirom da se

krug krivine nalazi sa one strane tangente na koju je usmeren vektor krivine

K, centar kruga krivine u taqki M je kraj�a taqka vektora
−−→
MC qiji se smer

poklapa sa smerom vektora krivine. Tako vektor polo�aja c centra krivine

dobijamo sabira�em vektora r polo�aja takqe M i orta vektora krivine
K

∥K∥
pomno�enog polupreqnikom krivine R. Drugim reqima,

c = r +R
K

∥K∥
= r +

1

κ
K

κ
= r +

1

κ2
K. (5)
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Ako je poznat vektor krivine, poznata je i zakriv	enost krive (kao �egov in-

tezitet), i mo�e se odrediti centar kruga krivine.

Primer 1.3 Odrediti centar kruga krivine krive r = (cosu, sinu, u) u taqki za koju
je u = π

4 , kao i jednaqinu odgovaraju�e oskulatorne kru�nice.

Kako je r′ = (− sinu, cosu, 1) i r′′ = (− cosu,− sinu, 0), to je s′ =
√
2 i s′′ = 0, pa je

u taqki ( 1√
2
, 1√

2
, π4 ), prema (1), vektor krivine jednak K = 1

2
√
2
(
√
2 · (− 1√

2
,− 1√

2
, 0) − 0 ·

(− 1√
2
,− 1√

2
, 1)) = (− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
, 0), odakle je κ = ∥K∥ = 1

2 . Na osnovu (5), zak	uqujemo da

je vektor polo�aja centra kruga krivine ( 1√
2
, 1√

2
, π4 ) + 4(− 1

2
√
2
,− 1

2
√
2
, 0) = (− 1√

2
,− 1√

2
, π4 ),

a sama oskulatorna kru�nica dobija se kao presek sfere (x+ 1√
2
)2+(y+ 1√

2
)2+(z− π

4 )
2 = 4

i ravni x− y +
√
2(z − π

4 ) = 0.

Oznaqimo sa v vektor r′ trenutne brzine tela, qiji je vektor polo�aja r zavisi
od protoka vremena, a trenutnu brzinu sa v = s′, jedankost r′ = s′T zapisujemo u

obliku v = vT .

Ubrza�e predstav	a promenu brzine u odnosu na protok vremena, to jest
∆v

∆t
,

a trenutno ubrza�e je lim
∆t→0

∆v

∆t
= v′ = (s′)′ = s′′. U skladu s tim, vektor

trenutnog ubrza�a a je lim
∆t→0

∆v

∆t
= r′′. Formulu

r′′ = s′′T + s′
dT

ds
s′ = s′′

r′

s′
+ s′2K = s′′T + s′2κN (6)

zapisujemo u obliku

a = r′′ = s′′T + s′2κN = v′T +
v2

R
N ,

gde je R =
1

κ
polupreqnik krivine. Dakle, vektor trenutnog ubrza�a razla�e

se na zbir vektora ubrza�a, tangencijalnog i centripetalnog. Tangencijalno

ubrza�e je at = v′, dok je centripetalno ac =
v2

R
. Na taj naqin, centripetalna

sila koja deluje na telo mase m jednaka m · ac =
mv2

R
.

Razmotrimo kreta�e automobila du� puta koji je pod uglom θ u odnosu na

ravan osnove. Na slici uoqavamo sile koje deluju na auto. Jedna je te�ina mg,
gde je m masa auta, a g gravitaciono ubrza�e, druga je normalna sila N , koja

deluje navixe i ortogonalna je na povrxinu puta. Centripetalna sila
mv2

R
, koja

omogu�ava da auto ostane na putu, rezultanta je normalne sile i te�ine.

Horizontalna komponenta normalne sile N sin θ dejstvuje kao centripetalna

sila, pa je N sin θ =
mv2

R
. Kako se vertikalna komponenta normalne sile N cos θ

suprotstav	a gravitacionoj sili mg, to je N cos θ = mg.
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Brzina v za koju auto ostaje na putu, qak

i da je prekriven glatkim slojem leda je "ide-

alna" brzina, videal. Ukoliko bi ixao prebrzo,
izleteo bi s puta, a u sluqaju da se ne kre�e do-

vo	no brzo, skliznuo bi ka centru. Na osnovu

ovih jednaqina, nalazimo

tg θ =
v2

gR
⇔ v =

√
gR tg θ.

Dakle, ukoliko �elimo da u datoj krivini vozimo br�e, put mora biti nagnut

pod ve�im uglom! S druge strane, ako je krivina oxtrija, polupreqnik R je

ma�i, pa nagib mora da bude ve�i. Ako ugao θ ne ispuni ovaj uslov, horizontalna
komponenta ne�e obezbediti dovo	nu centripetalnu silu, pa je neophodna dodatna

boqna sila tre�a f (friction), f = µN (µ je koeficijent tre�a), nastala u kontaktu
automobilskih guma i povrxine puta, da bi se spreqilo proklizava�e automobila

kako navixe, tako i nani�e.

v > videal: Ako je brzina automobila

v, ve�a od idealne brzine videal, horizon-

talna komponenta normalne sile bi�e ma�a

od potrebne centripetalne sile, i auto �e,

uda	avaju�i se od centra krivine, izleteti

s puta. Boqna sila tre�a izme�u automobil-

skih guma i povrxine puta suprotstav	a se

ovakvom kreta�u i dejstvuje tako da usmerava auto ka centru krivine. Da bi se

uspostavila ravnote�a s centripetalnom silom, horizontalnoj komonenti nor-

malne sile dodajemo horizontalnu komponentu sile tre�a

mv2

R
= N sin θ + f cos θ = N sin θ + µN cos θ.

Nasuprot tome, inteziteti suprotnih vertikalnih sila, koje predstav	aju, na

jednoj strani vertikalnu komponentu normalne sile usmerenu navixe, a na drugoj

te�inu auta i vertikalnu komponentu sile tre�a usmerene nani�e, me�usobno su

jednaki. Stoga je

N cos θ = mg + f sin θ = mg + µN sin θ ⇒ mg = N cos θ − µN sin θ.

Dele�i prvu jednaqnu drugom, dobijamo

v2

gR
=
N sin θ + µN cos θ

N cos θ − µN sin θ
. ⇒ v =

√
gR

tg θ + µ

1− µ tg θ
.

Ova jednaqina obezbe�uje maksimalnu brzinu automobila za dati ugao na-

giba, koeficijent tre�a i polupreqnik krivine.
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v < videal: Ako je brzina automobila v, ma�a od idealne brzine videal, hori-
zontalna omponenta normalne sile bi�e ve�a od zahtevane centripetalne sile i

automobil �e skliznuti niz nagib, u smeru centra krivine. Boqna sila tre�a

izme�u automobilskih guma i povrxine puta suprotstav	a se ovom kreta�u i

povlaqi auto uz nagib. Da bi se uspostavila ravnote�a s horizontalnom kompo-

nentom normalne sile, centripetalnoj sili dodaje se horizontalna komponenta

tre�a

N sin θ =
mv2

R
+ f cos θ =

mv2

R
+ µN cos θ ⇒ mv2

R
= N sin θ − µN cos θ.

Inteziteti suprotnih vertikalnih sila,

koje predstav	aju, s jedne strane, ver-

tikalnu komponentu normalne sile i sile

tre�a, koje su usmerene navixe, s druge,

te�inu auta usmerenu nani�e, jednaki su.

To znaqi da je

mg = N cos θ + f sin θ = N cos θ + µN sin θ.

Dele�i prvu jednaqnu drugom, dobijamo

v2

gR
=
N sin θ − µN cos θ

N cos θ + µN sin θ
⇒ v =

√
gR

tg θ − µ

1 + µ tg θ
.

Ova jednaqina obezbe�uje minimalnu brzinu automobila za dati ugao nagi-

ba, koeficijent tre�a i polupreqnik krivine.

1.4 Torzija

Izvod vektora binormale

B′ =
dB

ds
= lim

∆s→0

∆B

∆s
= lim

∆s→0

B(s+∆s)−B(s)

∆s

ukazuje na promenu pravca vektora binormale po luku s, a kako je ort B upravan

na oskulatornu ravan, vektor B′ opisuje izvija�e krive iz oskulatorne ravni.
Stoga se stepen tog izvija�a meri se intezitetom ∥B′∥.

Diferencira�em jednakosti B = T ×N , uzimija�i u obzir da je T ′ ×N = 0
(jer su vektori N i T ′ = K = κN kolinearni), dobijamo

B′ = T ′ ×N + T ×N ′ = T ×N ′ (7)

Odavde sledi, da su vektori T i B′ su ortogonalni, a na osnovu Teoreme o or-

togonalnosti vektora i �egovog izvodnog vektora, ortogonalni su i vektori B
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i B′, pa se B′ nalazi u oskulatornoj ravni. Znaqi, vektori B′ i N su koli-

nearni, to jest B′ = λN . Skalarnim mno�e�em ove jednakosti sa N , nalazimo

B′ · N = λN · N = λ. Koriste�i (7), dobija se λ = (T × N ′) · N = [T ,N ′,N ],
odnosno λ = −[T ,N ,N ′], odakle je

B′ = −[T ,N ,N ′]N , ∥B′∥ =
∣∣ [T ,N ,N ′]

∣∣ .
Izraz [T ,N ,N ′] predstav	a torziju koju oznaqavamo sa τ . Vektori T ,N ,B

qine sistem desne orijentacije, a vektorN ′ nalazi se na istoj strani oskulatorne
ravni kao i vektor B, samo ako vektori T ,N ,N ′ tako�e qine sistem desne ori-

jentacije, odnosno ako je [T ,N ,N ′] > 0, i tada je torzija pozitivna, a vektori

B′ i N su u tom sluqaju suprotnih smerova.

Ako je [T ,N ,N ′] < 0, vektori T ,N ,N ′ qine sistem leve orijentacije, pa

se vektori N ′ i B nalaze na suprotnim stranama oskulatorne ravni i tada je

torzija negativna. U tom sluqaju, vektori B′ i N su istog smera.

Prilikom prelaska iz taqke M1 u taqku M krive, vektor binormale, odnosno

oskulatorna ravan, izvrxi rotaciju za ugao ψ. Ukoliko je ta rotacija udesno,

torzija je pozitivna, a ukoliko je ona ulevo, torzija je negativna.

Praktiqno, u sluqaju da je kriva zadata preko prirodnog parametra s, torzija
se izraqunava na slede�i naqin

τ = [T ,N ,N ′] =

(
dr

ds
×

( 1

κ
d2r

ds2

))
· d
ds

( 1

κ
d2r

ds2

)
=

1

κ

(dr
ds

× d2r

ds2

)
·
(
− κ′

κ2

d2r

ds2
+

1

κ
d3r

ds3

)

=
1

κ2

[
dr

ds
,
d2r

ds2
,
d3r

ds3

]
=

[
dr

ds
,
d2r

ds2
,
d3r

ds3

]
∥∥∥∥d2rds2

∥∥∥∥2
.

Izvod od N mo�emo izraziti preko T i B, jer je

N ′ = (B × T )′ = B′ × T +B × T ′ = −τN × T +B × (κN) = τB − κT . (8)
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Formula (8) jedna je od tri formule kojima se uspostav	aju veze ortova prirodnog

trijedra i �ihovih izvoda, a nazivaju seFreneovim formulama (Frederic Jean
Frenét (1816-1900), francuski matematiqar). Dve smo ve� izveli u postupku

nala�e�a fleksije i torzije. Na taj naqin, Freneove formule glase

T ′ = κN , N ′ = −κT + τB, B′ = −τN .

U sluqaju proizvo	nog parametra u, vektor r′′′ mo�emo izraziti preko ortova
T ,N ,B. Diferenciraju�i jednakost

r′′ = s′′T + s′
dT

ds
s′ = s′′

r′

s′
+ s′2K = s′′T + s′2κN ,

najpre nalazimo

r′′′ = s′′′T + (3s′s′′κ + s′2κ′)N + s′3κN ′.

Zatim, prime�uju�i (8), dobijamo

r′′′ = (s′′′ − s′3κ2)T + (3s′s′′κ + s′2κ′)N + s′3κ τB.

Mno�e�i (3) skalarno sa r′′′ i koriste�i

κ =
∥r′ × r′′∥

s′3
=

√∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ z′ x′

z′′ x′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣2
(x′2 + y′2 + z′2)3/2

, (9)

dobijamo

τ =
[r′, r′′, r′′′]

∥r′ × r′′∥2
=

∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

x′′′ y′′′ z′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ z′ x′

z′′ x′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣2
, (10)

qime smo torziju izraqunali kada je kriva zadata preko proizvo	nog parametra.

Primer 1.4 Na�i �emo torziju za helisu r(u) = (a cosu, a sinu, bu), a > 0. Tamo smo
odredili

dr

ds
=

(
−a
c
sin

s

c
,
a

c
cos

s

c
,
b

c

)
,

d2r

ds2
=

(
− a

c2
cos

s

c
,− a

c2
sin

s

c
, 0
)
, κ =

a

c2
,

pri qemu smo oznaqili c =
√
a2 + b2. Sada nalazimo

d3r

ds3
=

( a
c3

sin
s

c
,− a

c3
cos

s

c
, 0
)
,



9

tako da je torzija jednaka

τ =
1

κ2

[
dr

ds
,
d2r

ds2
,
d3r

ds3

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a
c
sin

s

c

a

c
cos

s

c

b

c

− a

c2
cos

s

c
− a

c2
sin

s

c
0

a

c3
sin

s

c
− a

c3
cos

s

c
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

a2

c4

· b
c
· a

2

c5
=

b

c2
=

b

a2 + b2
.

Odavde neposredno uoqavamo da je, kao i fleksija, torzija konstantna, ali je za desno-
orijentisanu helisu (b > 0) torzija pozitivna, dok je za levo-orijentisanu (b < 0) torzija
negativna.

Primer 1.5 Za krivu (l) : y =
x2

2
, z =

x3

6
odredi�emo torziju u taqki za koju je

x = 2. S obzirom da je r′ = (1, 2, 2), r′′ = (0, 1, 2) i sledi da je ∥r′×r′′∥ = 3 i r′′′ = (0, 0, 1),
prime�uju�i zatim formulu (10), tretiraju�i x kao parametar, nalazimo da je torzija
jednaka

τ =
[r′, r′′, r′′′]

∥r′ × r′′∥2
=

1

9
.


