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1 Neodre�eni integral

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu (a, b). Funkcija F (x),
definisana na istom tom intervalu, naziva se primitivnom za funkciju f(x),
ako za svaki x ∈ (a, b) va�i F ′(x) = f(x).

Oqigledno da ako je F (x) primitivna funkcija za f(x), tada je i funkcija

F (x) + C, gde je C konstanta, tako�e primitivna funkcija za f(x). Primetimo

da je funkcija F (x) neprekidna na pomenutom intervalu, s obzirom da je ona

diferencijabilna na �emu.

Teorema 1.1 Kada su F1(x) i F2(x) dve primitivne funkcije za f(x), tada je

F1(x) − F2(x) = const, xto znaqi da se dve primitivne funkcije razlikuju za

konstantu.

I Kako su obe funkcije F1(x) i F2(x) primitivne za funkciju za f(x), to je

F ′
1(x) = f(x) i F ′

2(x) = f(x), odakle je (F1(x)− F2(x))
′ = 0 za x ∈ (a, b). Na osnovu

Lagran�ove teoreme, sledi da je F1(x)− F2(x) = const. J

Kada za funkciju f(x) postoji bar jedna primitivna funkcija F (x), to bilo
koja druga primitivna funkcija ima oblik F (x) + C, gde je C proizvo	na kon-

stanta.

Definicija 1.1 Skup svih primitivnih funkcija za f(x) naziva se neodre�e-

nim integralom funkcije f(x) i oznaqava se sa∫
f(x) dx.

Na taj naqin je ∫
f(x) dx = F (x) + C.

Navodimo osnovne osobine neodre�enog integrala

1)

∫
F ′(x) dx = F (x) + C ⇔

∫
dF (x) dx = F (x) + C.

2)
(∫

f(x) dx
)′

= f(x) ⇔ d
(∫

f(x) dx
)
= f(x) dx.

Ovde se pod izvodom neodre�enog integrala podrazumeva izvod jedne od primi-

tivnih funkcija, a on, oqigledno, ne zavisi od izbora primitivne funkcije.

3) Ako funkcija f(x) ima primitivnu funkciju, tada i funkcija cf(x) (c je
konstanta) tako�e ima primitivnu funkciju, pri qemu je∫

cf(x) dx = c

∫
f(x) dx.
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4) Ako funkcije f1(x) i f2(x) imaju primitivne funkcije, tada i funkcija

f1(x) + f2(x) tako�e ima primitivnu funkciju, pri qemu je∫
(f1(x) + f2(x)) dx =

∫
f1(x) dx+

∫
f2(x) dx.

Nala�e�e eodre�enog integrala predstav	a postupak suprotan od diferenci-

ra�a, s obzirom da tra�imo onu funkciju F (x) qiji izvod je data funkcija f(x).
U skladu s tim, kao i navedenim osobinama odre�enog integrala, lako sastav	amo

tablicu neodre�enih integrala, a na osnovu izvoda elementarnih funkcija

1◦
∫

xα dx =
xα+1

α+ 1
+ C (α ∈ R, α ̸= −1), 2◦

∫
ex dx = ex + C,

3◦
∫

dx

x
= ln |x|+ C, 4◦

∫
sinx dx = − cosx+ C, 5◦

∫
cosx = sinx+ C,

6◦
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C, 7◦

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C,

8◦
∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C, 9◦
∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C,

10◦
∫

sinhx dx = coshx+ C, 11◦
∫

coshx dx = sinhx+ C.

2 Parcijalna integracija

U sluqaju komplikovanijih funkcija, prethodna tablica nije dovo	na. Razvijeni

su metodi pomo�u kojih se neodre�eni integral takvih funkcija svodi na neku od

formula iz tablica. Jedan od tih metoda sadr�an je u narednoj teoremi.

Teorema 2.1 Neka su funkcije u(x) i v(x) diferencijabilne ne intervalu (a, b),
na kome postoji primitivna funkcija za funkciju v(x)u′(x). Tada postoji prim-
itivna funkcija za funkciju u(x)v′(x) i va�i formula∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫

v(x)u′(x) dx.

I U skladu sa pravilom diferencira�a proizvoda dveju funkcija, imamo

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

odakle je

u(x)v′(x) = (u(x)v(x))′ − v(x)u′(x).
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Prema uslovu, postoji primitivna funkcija za funkciju v(x)u′(x), pa, na osnovu
osobina 1) i 4) neodre�enog integrala, funkcija u(x)v′(x) tako�e ima primitivnu
funkciju i dobijamo∫

u(x)v′(x) dx =

∫
(u(x)v(x))′ dx−

∫
v(x)u′(x) dx

= u(x)v(x) + C −
∫

v(x)u′(x) dx = u(x)v(x)−
∫

v(x)u′(x) dx.

Konstantu C uk	uqili smo u posled�i integral. J

Ova formula se naziva formulom parcijalne integracije i zapisuje se kra�e

u obliku ∫
u dv = uv −

∫
v du.

Primer 2.1 Izraqunati integral
∫
xex dx. Ne mo�emo odmah da primenimo neki od

tabliqnih integrala, pa prime�ujemo formulu parcijalne integracije, uvode�i funkcije

u(x) = x i v(x) = ex. Tako nalazimo∫
xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex + C = (x− 1)ex + C.

U opxtem sluqaju, integrale

∫
Pn(x)e

αx cosβx dx ili

∫
Pn(x)e

αx sinβx dx re-

xavamo uvo�e�em rekurzivne relacije primenom parcijalne integracije, stav	a-

ju�i u(x) = Pn(x), dv(x) = eαx cosβx dx ili dv(x) = eαx sinβx dx. Na primer,∫
Pn(x)e

αx cosβx dx = Pn(x)e
αxα cosβx+ β sinβx

α2 + β2

−
∫

P ′
n(x)e

αxα cosβx+ β sinβx

α2 + β2
dx.

Integral na desnoj strani razla�emo da	e na zbir dva integrala istog tipa kao

i polazni i prime�ujemo isti postupak, s tim xto je u svakom koraku stepen

polinoma bar za jedan ma�i.

3 Smena promen	ivih kod neodre�enog integrala

Ponekad ni primena parcijalne integracije ne omogu�ava pojednostav	e�e po-

stupka nala�e�a neodre�enog integrala. Vrlo qesto je od velike pomo�i smena

promen	ivih.

Teorema 3.1 Neka funkcija f(x) ima primitivnu funkciju F (x) na intervalu
(a, b), dok je funkcija x = φ(t) diferencijabilna na intervalu (α, β). Tada je∫

f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(t)) + C.
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I Dovo	no je dokazati da je F (φ(t)) primitivna funkcija za podintegralnu

funkciju. Prema uslovu teoreme F ′(x) = f(x). Na osnovu pravila diferen-

cira�a slo�ene funkcije, imamo

(F (φ(t)))′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t),

qime je izvedena formula za smenu promen	ivih kod neodre�enog integrala. J

U mnogim sluqajevima, pokazuje se da je bo	e za novu promen	ivu izabrati

takvu funkciju ω(x), da se podintegralni izraz predstavi u obliku

f(x) dx = g(ω(x)) d(ω(x)),

gde je g pogodnija funkcija za integraciju od funkcije f , i tada zame�ujemo ω(x)
sa t, tako da je ∫

f(x) dx =

∫
g(t) dt.

Primer 3.1 Izraqunajmo
∫
tg x dx. Prime�uju�i prethodnu formulu, dobijamo∫

tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
d cosx

cosx
dx = −

∫
dt

t
dx = − ln |t|+ C,

gde je ω(x) = cosx . Na taj naqin je∫
tg x dx = − ln | cosx|+ C.

4 Integracija racionalnih funkcija

U opxtem sluqaju, racionalna funkcija ima oblik
P (x)

Q(x)
, gde su P (x) i Q(x)

polinomi. Ukoliko je stepen polinoma P (x) ve�i od stepena polinoma Q(x),

tada je
P (x)

Q(x)
= S(x) +

T (x)

Q(x)
, pri qemu je stepen polinoma T (x) ma�i od stepena

polinoma Q(x). Najpre �emo razmotriti razliqite posebne oblike racionalnih

funkcija.

1◦ Racionalnu funkciju 1/(x2 − a2) mo�emo rastaviti na zbir

1

x2 − a2
=

A

x− a
+

B

x+ a
=

(A+B)x+Aa−Ba

x2 − a2
,

gde koeficijente A i B treba odrediti. Tako nalazimo A = 1/2a i B = −1/2a i

zato je ∫
dx

x2 − a2
=

1

2a

∫ ( 1

x− a
− 1

x+ a

)
dx =

1

2a
ln

∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣+ C.
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2◦ Ukoliko je podintegralna funkcija oblika 1/(x2 + a2) integral izraquna-
vamo na slede�i naqin∫

dx

x2 + a2
=

1

a

∫
d(xa )

1 + (xa )
2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

3◦ Ukoliko je podintegralna funkcija kvadratni trinom ax2+bx+c, mo�emo

ga dovesti na oblik a
((

x +
p

2

)2
− p2 − 4q

4

)
, gde smo oznaqili p = b/a i q = c/a.

Sada je ∫
dx

ax2 + bx+ c
=

1

a

∫
d(x+ p

2)

(x+ p
2)

2 − p2−4q
4

.

1. Ako je p2 − 4q > 0, ovaj sluqaj je obuhva�en primerom 1◦.

2. Ako je p2 − 4q < 0, ovaj sluqaj se obuhva�en primerom 2◦.

3. Ako je p2 − 4q = 0, ima�emo

∫
d(x+ p

2)

(x+ p
2)

2
= −

(
x+

p

2

)−1
+ C.

4◦ Neka je n > 1 prirodan broj ili n = m + 1/2, gde je m > 1 prirodan broj.

Tada je∫
dx

(x2 + a2)n
=

1

a2

∫
x2 + a2 − x2

(x2 + a2)n
dx =

1

a2

∫
dx

(x2 + a2)n−1
− 1

a2

∫
x2 dx

(x2 + a2)n
.

Na posled�i integral prime�ujemo parcijalnu integraciju∫
x2 dx

(x2 + a2)n
=

1

2

∫
x
d(x2 + a2)

(x2 + a2)n
=

1

2

(
x(x2 + a2)1−n

1− n
+

1

n− 1

∫
dx

(x2 + a2)n−1

)
.

Na taj naqin dobijamo rekurzivnu formulu∫
dx

(x2 + a2)n
=

x

2a2(n− 1)(x2 + a2)n−1
+

2n− 3

2a2(n− 1)

∫
dx

(x2 + a2)n−1
.

5◦ Posmatrajmo racionalnu funkciju
P (x)

Q(x)
, gde je stepen polinoma P (x) ma�i

od stepena polinoma Q(x). Dovo	no je razmotriti samo ovaj sluqaj, jer se proiz-
vo	na racionalna funkcija mo�e svesti na ovaj oblik. Ukoliko je

(x− a1)
k1 · · · (x− am)km(x2 + p1x+ q1)

r1 · · · (x2 + pnx+ qn)
rn ,

pri qemu je p2i − 4qi < 0 (i = 1, . . . , n), faktorizacija polinoma Q(x), tada su sume

k1∑
i=1

A
(i)
1

(x− a1)i
, . . . ,

km∑
i=1

A
(i)
m

(x− am)i
,

r1∑
i=1

B
(i)
1 x+D

(i)
1

(x2 + p1x+ q1)i
, . . . ,

rn∑
i=1

B
(i)
n x+D

(i)
n

(x2 + pnx+ qn)i
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sve elementarne racionalne funkcije na koje se razla�e racionalna funkci-

ja
P (x)

Q(x)
. Stoga se izraqunava�e integrala

∫
P (x)

Q(x)
dx svodi na izraqunava�e

integrala tipa

∫
A

(x− a)k
dx i

∫
Bx+D

(x2 + px+ q)k
dx za k > 1. Prvi tip integrala

lako nalazimo ∫
A

(x− a)k
dx = A

∫
d(x− a)

(x− a)k
=

A(x− a)1−k

1− k
+ C.

U sluqaju drugog tipa, imamo∫
Bx+D

(x2 + px+ q)k
dx =

B

2

∫
(2x+ p) dx

(x2 + px+ q)k
+

(
D − Bp

2

)∫
dx

(x2 + px+ q)k

=
B(x2 + px+ q)1−k

2− 2k
+

(
D − Bp

2

)∫
d
(
x+ p

2

)(
(x+ p

2

)2 − p2−4q
4

)k .
Kako je p2 − 4q < 0, to se ovaj integral na sluqaj 2. iz 3◦.


