Poglavlje 9 Teziste 1 raspodeljeno optereéenje

9.3 Kontinualna — neprekidno rasporedena opterecenja

Cesto je telo izloZeno optereéenju, koje je raspodeljeno po njegovoj zapremini, povrsini,
odnosno duzini. Opterec¢enje neprekidno rasporedeno po celoj duzini grede ili dela grede
naziva se neprekidno raspodeljeno ili kontinualno opterecenje. Primeri raspodeljenog
optere¢enja su posledica dejstva sopstvene tezine, vetra, snega, hidrostatickog pritiska,
pritiska tla itd. Prema vremenu trajanja optere¢enja mogu biti stalna (tezina nosaca) i
povremena (vetar, sneg itd.)

9.3.1 Linijska opterecenja

Ukoliko je kontakt izmedu dva tela ostvaren duz linije, kao Sto je prikazano na Slici 9.5,
tada je telo optereceno linijski rasporedenim opterecenjem.

Dejstvo ovakvog opterecenja moze se proucavati na jednostavan nacin ako se ono zameni
svojom rezultantom. Na jednostavnom primeru ¢e se pokazati kako se ovakvo opterecenje
predstavlja analiticki. Neka su na prostu gredu poslagane vrece sa peskom kao na
Slici 9.5 a). Opterecenje se rasprostire na delu duzine grede i njegov intenzitet u nekoj
tacki grede zavisi od visine naslaganih vreéa na tom mestu. Da bi opterecenje bilo
definisano, treba odrediti funkciju q(x) tako da je sila koja deluje na mali element grede
duzine dx, Slika 9.5 b):

dQ=q(x)dx. (9.13)
Ovakvih elementarnih sila duz kontaktne krive ima beskonacno mnogo. Za ovaj sistem
paralelnih sila potrebno je odrediti veli¢inu i1 poloZaj rezultante.

Funkcijom q(x) mogu se predstaviti razli¢ita opterecenja kojima vreée sa peskom deluju na
gredu. Strelice na slici pokazuju u kom smeru opterecenje deluje na gredu.
Kako je proizvod q(x) i dx sila dQ, q(x) se moze nazvati specificnim opterecenjem:
d
q= —Q )
dx
koje je dimenzionalno jednako odnosu sile i duzine, pa se njegov intenzitet izrazava u
njutnima po metru (N/m, kN/m).

(9.14)
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Slika 9.5 a) Nosa¢ optereCen vre¢ama cementa; b) specifiéno optereéenje q.
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Intenzitet rezultante linijskog kontinualnog opterecenja

Neka je funkcija q(x) koja opisuje opterecenje raspodeljeno na gredi poznata. Kriva
opterecenja ili kontaktna kriva je predstavljena na Slici 9.5 b).

Da bi se odredio intenzitet rezultante kontinualnog opterecenja Q, potrebno je sumirati sve
elementarne sile dQ=q(x)dx koje deluju na deo dx Stapa duzine /, odnosno integraliti krivu
opterecenja po X:

Q=de=fq(X)dx- (9.15)

Kako je povrSina obojenog elementarnog dela dA povrsi izmedu krive opterecenja i ose X,
Slika 9.5 b), jednaka povrs$ini pravougaonika q(x)dx =dA , (kriva gornje ivice moze da
se aproksimira pravom na maloj duzini dx), zakljucuje se iz izraza (9.15) da je rezultanta
kontinualnog opterecenja koje deluje na gredu jednaka povrSini A izmedu krive optere-
¢enja i x ose (povrsina AA'B'B):

Q=jq(X)dx=jdA=A. (9.16)

Ako se povrs odredena linijom kontakta i elementarnim silama nazove povrs opterecenja,
onda izraz (9.16) znali da je intenzitet rezultante linijski rasporedenog kontinualnog
opterecenja jednak povrsini povrsi opterecenja.

PoloZaj rezultante linijskog kontinualnog opterecenja

Posto se sistem sila svodi na rezultantu vazi Varinjonova teorema, prema kojoj je moment
rezultante u odnosu na neku tacku ili osu jednak sumi momenata komponenata u odnosu
na istu tacku ili osu.

Pretpostavice se da napadna linija rezultante Q prolazi kroz tacku C, koja je na rastojanju
x. od momentne tacke A, Slika 9.5 b). Moment rezultante u odnosu na tacku A jednak je
proizvodu njenog intenziteta Q i normalnog rastojanja x., dok je moment elementarne sile

dQ=q(x)dx jednak xq(x)dx, tako da ukupni moment kontinualnog opterecenja u odnosu na
b

tacku A iznosi jx q(x)dx, pa je:

a

XCszde:.qu(x)dx. (9.17)

Odavde sledi da je rezultanta kontinualnog opterecenja Q ekvivalentna kontinualnom

opterecenju ukoliko se postavi u polozaj definisan izrazom:
b

. qu(x)dx

xcz—jxq(x)dxz"b—. (9.18)

a Jatdx
Zamenom q(x)dx =dA u izrazu (9.18) dobija se:

b
Ix q(x)dx

Xo =4———=—[xdA, (9.19)
Jads A
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Sto predstavlja izraz kojim je definisan poloZzaj tezista povrsi AA'B'B, (videti poglavlje 9.2,
izraz (9.9)), pa se zakljuCuje da je rezultanta Q kontinualnog opterecenja ekvivalentna
kontinualnom optere¢enju ukoliko njena napadna linija prolazi kroz teziSte povrsi
optereéenja (izmedu krive opterecenja i x ose — povrs AA'B'B), Slika 9.5 b).

Dakle, napadna linija rezultante linijski rasporedenog kontinualnog opterecenja prolazi
kroz teZiste povrsi opterecenja.

Intenzitet rezultante linijski rasporedenog kontinualnog opterecenja jednak je povrsini
povrsi opterecenja, a napadna linija rezultante prolazi kroz teziste povrsi opterecenja.

9.3.2 Povrsinska opterecenja

Linijski kontinualno rasporedeno opterecenje je idealizovani model kontakta. U realnim
uslovima stvarni kontakt dva tela se ostvaruje uvek na nekoj povrsi. Tada tela deluju jedna
na druga povrsinski rasporedenim silama. Ovde e se posmatrati specijalan slucaj kontakta
kada je kontaktna povrs ravna, a kontaktne sile upravne na kontaktnu povrs i usmerene
prema njoj — sile pritiska. PovrSinski rasporedeno opterecenje se moze graficki predstaviti
prostorom opterecenja, Slika 9.6 a). Specificno povrsinsko opterecenje p(X,y), tj. optere-
Cenje po jedinici povrsine:

p(x,y)= €Q (9.20)

b dA bl

je dimenzionalno jednako odnosu sile i povrSine, pa se njegov intenzitet izrazava u
njutnima po kvadratnom metru (N/m?), odnosno paskalima (1 Pa=1 N/m?). Ako je p(x.y)
poznato, onda se odgovarajuca elementarna sila dQ, koja deluje na elementarnu povrs dA
ploce, definisanu polozajem (x,y), Slika 9.6 b):

dQ=p(x,y)dA =p(x,y)dxdy, 9.21)
Jedinica za elementarnu silu dQ je, naravno, njutn, jer (N/m?) pomnozen sa (m?) daje (N).

Celokupno opterec¢enje koje deluje na plocu je na ovaj nacin predstavljeno sistemom
paralelnih sila beskona¢nog broja, od kojih svaka deluje na razlic¢itu elementarnu povrs dA.

Intenzitet rezultante povrsinskog kontinualnog optereéenja
Posto su sve elementarne sile paralelne, mogu se zameniti rezultantom Q, koja je jednaka
njihovom zbiru:

Q=Ip(x,y)dA=IdV, (9.22)

gdeje p (x, y) dA =dV elementarna zapremina prostora opterecenja, $to je sa Slike 9.6 b)

ocigledno. 1z izraza (9.22) se zakljuCuje da je intenzitet rezultante povrsinski rasporedenog
kontinualnog opterecenja jednak zapremini prostora opterecenja.
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Slika 9.6 a) PovrSinski rasporedeno opterecenje; b) opterecenje na elementu povrsi; c) rezultanta povrSinskog
opterecenja.

Polozaj rezultante povrsinskog kontinualnog optereéenja

Neka napadna linija rezultante Q prolazi kroz tacku C koja je na rastojanju x. od ose y,
odnosno na rastojanju yc od ose x, Slika 9.6 c¢). Tada je prema Varinjonovoj teoremi
moment rezultante u odnosu na ose x i y jednak sumi momenata komponenata u odnosu na
te iste ose:

XCQ:IXdQ:IXp(x,y)dA,

A (9.23)
yeQ=[ydQ=[yp(x,y)dA,
A A
odakle su koordinate tacke C:
1 1
X :ajde :6pr(x,y)dA,
A A (9.24)

yc=é£de=é£yp(x,y)dA,

¢ime je odreden poloZaj rezultante povrSinskog kontinualnog optereéenja.
Kako je p(x,y)dA =dV, a na osnovu izraza (9.22) rezultanta Q je jednaka zapremini

prostora opterecenja V, zamenom u (9.24) sledi:

1 1
X =—IXdQ=—deV,
) ?A TA (9.25)
yc=6£de=;£de-

Uporedenjem izraza (9.25) sa izrazima (9.6) za odredivanje polozaja teziSta zapremine,
zakljuCuje se da napadna linija rezultante povrSinski rasporedenog kontinualnog
opterecenja prolazi kroz teZiste prostora opterecenja.

Intenzitet rezultante povrsinski rasporedenog kontinualnog optereéenja jednak je zapre-
mini prostora opterecenja, a njena napadna linija prolazi kroz teZiste prostora opterece-
nja.

202



Poglavlje 9 Teziste 1 raspodeljeno optereéenje

Primeri ravnoteZe nosaca opterecenih linijskim kontinualnim optereéenjem

Primer 9.9

Greda raspona /=10 m optereena je jednako podeljenim opterecenjem q=5 kN/m,
Slika P 9.9 a). Odrediti rezultantu i polozaj rezultante kontinualnog opterecenja, kao i
reakcije vezau A i B.

Q=q/
q=5 kN/m
nnnnmnmmn Li = O
AR e AfE T B
‘% =10 m | k‘:& x=I2 1
9 y Q=50 kN b)
H, Y
—A* A B x
Vi x=5m | IVB

©)

Slika P 9.9 a) Greda optereéena kontinualnim optereéenjem; b) kontinualno optereéenje predstavljeno svojom
rezultantom; c) greda oslobodena veza.

Opterecenje koje deluje na gredu je linijski raspodeljeno po celoj duzini grede konstantnog
intenziteta g=5 kN/m, Slika P 9.9 a). Oblik dijagrama optereCenja je pravougaonik cija je
povrsina jednaka intenzitetu rezultante kontinualnog opterecenja, Slika P 9.9 b), tj:

Q=q/=(5kN/m)(10m)=50kN.

Napadna linija rezultante kontinualnog optereéenja prolazi kroz teziSte pravougaonika, pa
je:

Xc =£=5m.

2
Greda oslobodena veza — nepokretnog oslonca u A i pokretog oslonca u B prikazana je na
Slici P 9.9 c). Posto je raspodeljeno optereCenje predstavljeno svojom rezultantom i
reakcije veza prikazane na oslobodenom telu, sada mogu da se primene jednacina
ravnoteze:

> X=0 - H, =0,

DY=0 > V,+V,-Q=0,

dM, =0 - 10V, -5Q=0,
¢ijim se reSavanjem dobijaju reakcije veza:

Vg :%:251(1\], V,=Q-V; :%:251{N’ H,=0.
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Primer 9.10

Greda raspona /=9 m opterecena je linijskim kontinualnim optere¢enjem u obliku trougla,
¢ija je vrednost u B g=4 kN/m, Slika P 9.10 a). Odrediti rezultantu i polozaj rezultante
kontinualnog opterecenja, kao i reakcije vezau A i B.

Slika P 9.10 a) Greda opterecena trougaonim opterecenjem; b) kontinualno optereéenje predstavljeno svojom
rezultantom; c) greda oslobodena veza.

Opterecenje koje deluje na gredu raspodeljeno je po celoj duzini grede i menja se po
linearnom zakonu od nule, na levom kraju grede, do 4 kN/m na desnom kraju. Oblik
dijagrama optereéenja je trougao Cija je povrSina jednaka rezultanti kontinualnog
opterecenja, Slika P 9.10 b), t:

_ g/ _ (4kN/m)(9m)

=18kN,
2
a njena napadna linija prolazi kroz teZiste trougla koje je na rastojanju od tacke A:
X = 2l 6m
¢T3 :

Jednacine ravnoteze glase:
> X=0 > H, =0,
YY=0 > V,+V;-Q=0,
DM, =0 - 9V, -6Q=0.
Reakcije veza su:

A :%:121«, V,=Q-V, =%:6kN, H, =0.
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Primer 9.11

Prosta greda raspona /=9 m optereCena je opterecenjem koje se linearno menja od
vrednosti ;=4 kN/m na levom kraju, do vrednosti =8 kN/m na desnom Kkraju,
Slika P 9.11 a). Odrediti rezultantu i poloZaj rezultante kontinualnog opterecenja, kao 1
reakcije vezau A i B.

Q=q// in(quﬂl‘/z
T L ea=4kNm
Ci + / q=4 kN/m
B
Xer=l/2
Xe=21/3 [

Slika P 9.11 a) Greda opterecena trapeznim opterecenjem; b) trapezno kontinualno opterecenje predstavljeno
rezultantama pravougaonog i trougaonog opterecenja; c) greda sa reakcijama veza.

Oblik dijagrama opterecenja je trapez koji moze da se predstavi kao zbir pravougaonika i
trougla Cije su povrSine jednake rezultantama kontinualnih optereéenja Qi i Q,
Slika P 9.11 b):

(a,—9,)] (8-4)-9

Q,=q,/=4-9=36kN, Q, = > = > =18kN.
Teziste pravougaonika i teziSte trougla su na rastojanjima od tacke A:
/
XCl = E = 4, 5 m,
21
XC2 = ? =6m.

Na Slici P 9.11 ¢) je predstavljeno telo oslobodeno veza, za koje se primenjuju jednacine
ravnoteze:

> X=0 > H, =0,
dYY=0 - V,+V;-Q,-Q, =0,
DM, =0 - 9V, -4,5Q,-6Q, =0,

na osnovu kojih su reakcije veza:

V, =30kN, V,=Q,+Q,-V,=24kN, H, =0.
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Primer 9.12

Greda je po celoj duzini raspona /=4 m optere¢ena kontinualnim optere¢enjem koje se
menja po zakonu q=0,5x> kN/m, Slika 9.12 a). Odrediti rezultantu i poloZaj rezultante
kontinualnog opterecenja, kao i reakcije vezau A i B.

Q=10,667 kN// q=8 kN/m

X % v. Xc=3 m | Vi

a) b)

Slika P 9.12 a) Greda optere¢ena kontinualnim optere¢enjem q=0,5x>; b) greda oslobodena veza.

Posto je funkcija opterecenja gq=q(x) poznata, ovaj problem se reSava integracijom
elementarne povrsine dA=q(x) dx=0,5 xdx, koja je na Slici P 9.12 a) prikazana osenenim
segmentom. Primenom izraza (9.16) i (9.18), tj (9.19) odreduje se rezultanta Q
kontinualnog opterecenja, kao i njen polozaj:
B 4 3 4 43
Q :de :jq(x)dx :jo,5x2dx = o,s? =0,5--=10,667kN,
A L

0
4
.[ 0 5x?
X = 1J‘xq(x)dx L =3m
‘< QY 10,667

Greda oslobodena veza — pokretnog oslonca u A i nepokretnog oslonca u B prikazana je na
Slici P 9.12 b). Posto je raspodeljeno opterecenje predstavljeno svojom rezultantom i
reakcije veza prikazane na oslobodenom telu, mogu da se primene jednacina ravnoteZze:

> X=0 - H, =0,

DY=0 > V,+V,-Q=0,

DM, =0 - 4V,-3Q=0,
¢ijim se reSavanjem dobija:

V= 34Q 8kN, V,=Q-V,=2,667kN, H,=0.

Nosaé u primeru 9.9 je opterecen linearnim ravnomerno rasporedenim optere¢enjem u
obliku pravougaonika, a u primeru 9.10 je linearno promenljivo linijsko kontinualno
opterecenje u obliku trougla. To su jednostavne povrsi opterecenja za koje su povrsine,
odnosno polozaji teziSta poznati. U primeru 9.11 opterecenje je takode linearno
promenljivo — rasporedeno u obliku trapeza koji moze da se podeli na dve jednostavne
povr§i — pravougaonik i trougao, dok je u primeru 9.12 kontinualno opterecenje
definisano funkcijom q=0,5x?, pa se integracijom odreduju povrsina i polozaj teZista
povrsi optereéenja.
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VAZNE NAPOMENE

e Ravan sistem linijski kontinualno rasporedenih sila karakteriSe se specificnim
opterecenjem g, tj. veli¢inom sile koja deluje na jedinicu duzine opterecenog odsecka

grede q = d_ , a njegov intenzitet meri se u njutnima po metru N/m (sila/ duzina)
X

e Intenzitet rezultante Q linijski rasporedenog kontinualnog opterecenja jednak je
povrsini A povrsi opterecenja.

e Napadna linija rezultante Q kontinualnog opterecenja prolazi kroz teziSte povrsi
opterecenja

e Sistem povrSinski kontinualno rasporedenih sila karakteriSe se specificnim

opterecenjem P (X, y) = ﬁ , §j. veli¢inom sile koja deluje na jedinicu povrSine

ploCe, a njegov intenzitet se izrazava u njutnima po kvadratnom metru (N/m?),
odnosno paskalima (1 Pa=1 N/m?)

e Intenzitet rezultante povrSinski rasporedenog kontinualnog opterecenja jednak je
zapremini V prostora opterecenja

e Napadna linija Q povrsinski rasporedenog kontinualnog optere¢enja prolazi kroz
teziSte prostora opterecenja

Primer odredivanja rezultante povrSinskog kontinualnog opterecenja

Primer 9.13
Odrediti intenzitet rezultante povrSinskog optereéenja i njen polozaj, Slika P 9.13 a).
V4 z
p
\% %
s
l ‘ vy y Xc2 Xc1 y
SRR .
X b b Yai
s Ye
X &

a)

Slika P 9.13 a) Povrsinsko opterecenje; b) prostor opterecenja podeljen na prizmu zapremine V1 i piramidu
zapremine V2.

Prostor opterecenja treba podeliti na dva dela — prizmu i piramidu, kao $to je prikazano na
Slici P 9.13 b). Zapremina ovih tela je:

1 1 ab 1
V, =—abp, V,=——p=—abp,
175 P, Vv, 35 p 6 Y
pa je rezultanta kontinualnog opterecenja:

Q=V,+V, :gabp,

a koordinate njihovih tezista su:
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XC] :53, yCl :Eb’ ZCl :gp, Xcz :Za’ yc2 :b+zb, ZCl :Zp

Polozaj teziSta celog prostora optere¢enja odreduje se primenom izraza (9.5) za
odredivanje teziSta zapremine slozenog tela:
B Xe, Vi +Xc, V) 5

X = =—a,
A% 16
Ve Vitye, Yy 11

Ye = vV _E )
ZC1V1+ZC2V2 5

Z —#—Ep.

Ovim je odreden polozaj rezultante povrsinskog opterecenja.

Najvaznije u ovom poglavlju

o Staje teZiste tela, zapremine, povrsi i linije i kako se ono odreduje

e Kako se raspodeljeno opterecenje moze zameniti rezultantom

e Kako se odreduje rezultanta i polozaj rezultante linijskog kontinualnog
opterecenja

e Rezultanta i polozaj rezultante povrSinskog kontinualnog opterec¢enja
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