KRUZNA PLOCA OPTERECENA ROTACIONO SIMETRICNIM
OPTERECENJEM

Specijalan slucaj opterecenja na kruznoj plo¢i jeste rotaciono simetri¢no opterecenje. Za rotaciono
simetri¢no opterecenje vazi da za svako ¢ ima isti intenzitet, t.j. da ne zavisi od ugla ¢. Ako su i
grani¢ni uslovi rotaciono simetri¢ni, izvodi svih funkcija, kojima je opisano stanje naprezanja i
deformacije, po ¢ su jednaki nuli.
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Komponentalna pomeranja
Pretpostavke koje vaze u teoriji savijanja tankih ploca vaze i u ovom slucaju.

1) Linearni element, upravan na srednju ravan pre deformacije, ostaje prav, nepromenjene
duzine i upravan na deformisanu srednju ravan i nakon deformacije.

2) Prilikom defomacije ne menja se duzina kao ni ugao izmedu linijskih elemenata srednje ravni.

3) Normalni naponi o, za ravni paralelne sa srednjom ravni smatraju se malim u poredenju sa
ostalim komponentalnim naponima i mogu se zanemariti.

1z prve pretpostavke zakljucujemo:

e Nema promene duzine linijskog elementa u z pravcu, pa je g, = ;ﬂ =0, odakle zaklju¢ujemo
A

da funkcija w ne zavisi od promenljive z, dok od ¢ ne zavisi zbog rotacione simetrije, pa sledi
da je ugib samo funkcija koordinate r, t.j.

w =w(r) 1)

e Po pretpostavci su klizanja u vertikalnim ravnima jednaka nuli, pa je

Ya 28_u+@=0:>u=_2@, a kako je W funkcija jedne promenljive, ovaj izraz se
oz or or
zapisuje
dw
U=-z—- 2
dr (@)



Vo = al +% =0=v= —zﬂ =0 jer je zbog rotacione simetrije aw _ 0. Dakle, u ovom
0z 1o roQ op

specijalnom slucaju opterecenja je

v=0 ©)

Komponentalne deformacije

Slika 1.

Izrazi za komponentalne deformacije se izvode posmatraju¢i deformaciju diferencijalno malih
linijskih elemenata u dva upravna pravca, duzi M;M; i luka M;Ms. Dilatacija se izraGunava po
definiciji, kao promena neke duzine usled deformacije podeljena sa duzinom pre deformacije, t.j.

e=—. 4

du dw

_au dl =z 2%
AMM,  4r ar gy ( : drj d’w
M;M, dr  dr dr dr?

Luk je pr deformacije bio duzine MM, = rde, a posle deformacije MjMj = (r +u)de . Promena duzine

luka se izra¢unava kao razlika nove i prvobitne duzine.

_AMM; _ (r+u)de-rdp _u _ zdw

= 6
S0 M;M, rde rrdr ©)

Sa Slike 1. se vidi da je
Yro = 0, )

jer je prav ugao M,M;M3; ostao prav i posle deformacije zbog jednakog pomeranja taéaka My i M3 u
radijalnom pravcu.



Komponentalni naponi i sile u preseku

Prema Hook-ovom zakonu veze izmedu napona i deformacija su:

oy =5 4ve, ) E L[ dw v dw
S PV C VS T O
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Trp = GYrp =0

(8)

Momenti savijanja M,, M, i momet torzije M,, se dobijaju preko ranije izvedenih izraza za sile u
presecima u funkciji napona:

+h/2
M, = jGerZ
~h/2
+h/2
M, = [o,zdz 9)
-h/2
+h/2
M, = [t,2dz
~h/2

u koje se unose izrazi za napone u konkretnom slucaju, i sprovodi se integracija, posle ¢ega se izrazi
za momente dobijaju u obliku:

(10)



Uslovi ravnoteze

Kao posledica rotacione simetrije, sve veli¢ine u presecima na rastojanju r od centra, na jednom
koncentri¢nom krugu, su konstantne. U presecima na rastojanju rde na tom Krugu nema promene ni
jedne funkcije u pravcu ose ¢, pa s toga funkcije T, i M, nemaju prirasStaje U tom pravcu.

Pozitivni smer

- %

Slika 2.a

2 M, =O:(Mrr+%dr)d@—mrd@—M(pdrd(p—Trrdrd(p=O:>%—MQ—Tﬁzo (11)

M, =0= T(pdr(rJerrjd@—zrd(pdr( r Jrzdr]d(p —0=T, =0 (12)
(zanemaruju se male veliCine viSeg reda)

ZZ:O:%atz-r:O (13)

Transverzalne sile

1z uslova ravnoteze (11) se dobija izraz za transverzalnu silu T, tako §to se ova jednacina resi po Ty,
unesu izrazi za M, i M,, kao i odgovarajuci izvodi tih funkcija:

(14)

Diferencijalna jednacdina se dobija, kada se u uslov ravnoteze (13) unese izvod proizvoda T, po
promenljivoj r:

d'w 2d°w 1d°w 1dw z
st 3 T 2 2 T ekl (15)
dr rdr® r°dr r° dr k




Jednacina (15) predstavlja diferencijalnu jednacinu kruzne ploc¢e po nezavisno promenljivoj I.

Resenje jednacine (15) dato je zbirom parktikularnog integrala w, (date nehomogene jednacine) i
opsteg reSenja Wy homogenog dela jednacine.

Homogeni deo resenja diferencijalne jednacine

Da bi resili ovu jednaginu uvodimo smenu r=e'. Tako dobijamo:

—4 +4 =0. (16)

Njeno resenje glasi:
odnosno,

Wy =C, +C,r> +CaInr +Cyr?iInr,

.. . . . .. r . . .
Umesto promenljive r moze da se uvede bezdimenzionalna promenljiva p = —, gde je a proizvoljna
a

konstanta, a moze da predstavlja i poluprecnik kruzne ploce (Sto je veoma povoljno za reSavanje
zadataka). U tom slucaju resenje glasi:

Wy =C, +C,p° +C3Inp+C,p%Inp, a7
Pri ¢emu su nepoznate veli¢ine konstante Cy, C,, Cs, Cy.

Za slucaj rotacione simetrije izrazi za sile u preseku svode se na:

2
M, :—k{d—w+v1d—WJ

dr? rdr
2
M = _k[}d_w+vd_wJ

¢ r dr dr? (18)
2
T4 ¢ 1w
drl dr2 r or

M, =M, =T,=0
Partikularni deo reSenja diferencijalne jednacine

Partikularni integral w, zavisi od optere¢enja i moze se odrediti neposredno putem integracije ili na
naéin koji je u nastavku prikazan za slucaj ploc¢e opterecene jednako podeljenim opterec¢enjem z=p.

d*w dw d’w dw
p 20Wp 10W, 1 p:% (19)

+_ —
dar r dr® 2 dr? 2 odr

Pretpostavimo reSenje partikularnog integrala W, u obliku:



Wy =Apr™. (20)

Potrazi¢emo izvode pretpostavljenog resenja i zameni¢emo ih u jednacini (19).

dw

d—r'ozAmmrm’1
dZ
% =A,m(m-1)r™?
dr?
(21)
d3w
dr3p =A,m(m-1)m-2)r"3
d4
d\rA‘:p =A,m(m-1)m-2)m-3)r™*
(21) — (19) => A r™*[m(m -1 m—-2)m-3)+2m(m-1)m-2)-m(m-1)+ m]:E (22)

Da bi leva i desna strana jednakosti bile jednake, potrebno je da stepeni uz r budu jednaki.
Opterecenje p smo zadali kao jednakopodeljeno tj. ravnomerno raspodeljeno opterecenje. To znaci da
je p=const odnosno

Anr ™ [m(m—1)m—-2)m-3)+2m(m-1)m-2)-m(m -1)+ m| = Ero (23)

Izjednacavamo stepen Uz r sa leve strane sa stepenom uz r sa desne strane znaka jednakosti:
m-4=0=>m=4

Unosimo vrednost m=4 u jednacinu (22)
A 4a(4-1)4-2)4-3)+2-4(4-1)4-2)-4(4-1)+4]= E r0.

Resavanjem ove jednacine po An.dobija se vrednost ove konstante za slucaj ploce opterecene jednako
podeljenim opterec¢enjem

y . . . . r
Sada moZemo napisati vrednost partikularnog dela reSenja uvodeci p=— :
a

Wo =AM s w =P %3¢
m P~ ek’

Ukupno reSenje diferencijalne jednaCine ploCe optereCene ravnomerno raspodeljenim povrSinskim

optere¢enjem bice w=w, +w,, tj



w—pa4(4+C +C,p%2+CoInp+C Zln)
_64_kp 1TL2p 3Nprilyap INp

Nepoznati koeficijenti su Cy, C,, Cs, Cskoje odredujemo iz grani¢nih uslova.

Ako ploca nema povrsinsko opterecenje, reSenje je ustvari reSenje homogenog dela jednacine tj.

W=C,+C,p?+Cslnp+Cyupiinp

Ako na plo¢i deluje povrSinsko opterecenje koje je proizvoljno a poznata je njegova funkcija,
potrebno je odrediti partikularni deo reSenja po uzoru na plo¢u optereéenu ravnomerno raspodeljenim
opterecenjem.

Granic¢ni uslovi

Grani¢ni uslovi kruzne ploce mogu biti konturni i prelazni uslovi. Svi granici uslovi postavljaju se u
odgovaraju¢em preseku, koji je odreden veli¢inom p, koja pak zavisi od poluprecnika r , i vaze samo
na tom mestu.

a) Konturni uslovi.

Konturni uslovi definiSu se na konturi, za odredenu vrednost promenljive veli¢ine p. Kako je ploca
rotaciono simetri¢na uvek posmatramo desni deo ploce, jer su tako izvedeni izrazi za sile u presecima.
Razmotri¢emo razlicite slu¢ajeve konture.

Slobodna kontura (slobodan kraj). U tom slu¢aju moment savijanja Mr i transverzalna sila Tr
jednaki su nuli. U slucaju da na tom mestu deluju moment M ili sila F onda je Mr=M i Tr=F , pri
¢emu vodimo racuna o njihovom znaku.

1) M, =0 " 1) M, =M
2) T,=0 2) T, =T

Slobodno oslonjena kontura. Konturni uslovi bice:

1) w=0 1) w=0
2) M, =0 2) M, =M"

UkljeStena kontura. Konturni uslovi bice:

1) w=0
2) M _o
dr

Kod prstenastih plo¢a (ploce sa otvorom), postoje Cetiri grani¢na uslova.



b) Prelazni uslovi. Prelazni uslovi javljaju se kod kruznih ploca koje imaju prepust (SI.3.a) i kod
punih kruznih ploca (SI.3.b).

Slika 3.a Kruzna ploca sa prepustom Slika 3.b Puna kruzna ploca

Kod ploc¢a sa prepustom prelazne uslove postavljamo na mestu oslonca. Razlikuju se dve funkcije
ugiba i to:

jedna funkcija ugiba, ovde oznadena sa W', koja vazi na delu ploce 0 < r<ai
druga funkcija ugiba, ovde oznacena sa W, koja vazi na delu ploée a<r <bh.

Prelazne uslove postavljamo na mestu r=a i ima ih ukupno cetiri:

2) w'=0 dr dr .
= 4) M, =M;

Kod punih poca (kao na SI.3.b) na kojima na jednom delu plo¢e deluje povrsSinsko opterecenje,
re§enje jednadine oznageno je sa W', a na delu ploge bez optereéenja refenje jednadine oznadeno je sa
w. Prelazni uslovi bice:

1) =W . 3) I\/Ir = M? Tr* Tr lik
2) (Z_W:di 4) TrzT: Slika 4.
r dr

Cetvrti uslov dobijamo kada postavimo uslov ravnoteze diferencijalno malog prstena na mestu gde
postavljamo grani¢ni uslov. Transverzalne sile pretpostavimo da su pozitivne (videti S1.7). Ako bi na
tom mestu delovalo linijsko opterecenje, potrebno je i njega uzeti u obzir (videti SI1.8), pa je u tom
slucaju Cetvrti uslov:
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SL.7 Puna kruzna ploca
S1.6 Puna kruzna ploca

c) U slucaju da je puna ploca data kao na SlI.7, reSenje diferencijalne jednaline prema
prethodnim izrazima bice u obliku:
4

W:E( 4+C1+C2p2+C3|np+C4p2|np).

64k

Grani¢ni uslovi postavljaju se na mestu r=a, pa ako je za uporedni polupre¢nik izabrano a , bi¢e na

. r a v . .
tom mestu p=1, jer je p=—=—=1. Grani¢ni uslovi su:
a a

Ostale uslove postavljamo na mestu r=0 odnosno p=0. Kako je In0—-c, a ugib ploc¢e na tom mestu
svakako ima neku kona¢nu vrednost, zakljuéujemo iz USLOVA O KONACNOSTI UGIBA da su
koeficijenti uz /np jednaki nuli, odnosno funkcija ugiba je u tom slucaju:

4
pa (4 2
=—I\p +C;+C .
64k (P 1+ 2P )
Sada treba izracunati dve konstante C; i C, uz pomo¢ dva konturna uslova koja smo prethodno
postavili.



