PLOCE NAPREGNUTE U SVOJOJ RAVNI

Za ploc¢e opterecene zapreminskim ili povr$inskim silama ravnomerno rasporedenim po debljini ploce i
paralelnim srednjoj ravni, kazemo da su plo¢e napregnute u svojoj ravni.

Ova vrsta naprezanja naziva se ravnim naprezanjem.

Srednja ravan ploce, za ovu vrstu naprezanja, ostaje ravna i posle deformacije. Deformacija se odvija bez
krivljenja ploce.

1. Osnovne jednacine plo¢e u dekartovim koordinatama

Ravno naprezanje karakterisu u Dekartovom sistemu Oxyz, sile u presecima Ny, Ny i Ny, (SI.1).
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SI.1 Sile u presecima pri ravnom naprezanju

Naponi i sile u presecima

Kako je opteretenje po pretpostavci ravnomerno rasporedeno po debljini ploée, to su i naponi koji se
javljaju u teoriji plo¢a napregnutih u svojoj ravni, oy, o I 74 , ravnomerno rasporedeni po debljini ploce.

U skladu sa ovom pretpostavkom, sile u presecima date su izrazima:
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N, =ho, (1.b)
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Isto tako pretpostavlja se da su naponi o,,7,,1, u celoj oblasti identicki jednaki nuli. Ovi naponi su,

. . . h . o . . y
s’obzirom na to da osnove ploCe nisu opterecene, za Z = iE jednaki nuli. Kako je debljina ploce mala,

moze se sa razlogom smatrati da ti naponi izmedu osnova mogu imati male vrednosti u poredenju sa
ostalim komponenetalnim naponima i da se mogu zanemariti, tj.

o, =sz=sz=0

Opterecenje

Zapreminsku silu F , &ije éemo komponente u pravcu X i y ose obeleziti sa X i Y, mozemo zameniti

povrsinskim opterecenjem F . Pri ucinjenoj pretpostavci o rasporedu i pravcu zapreminskih sila nalazimo:
F =hF.

Komponente povrsinskog opterec¢enja, koje deluju u srednjoj ravni ploce, u pravcima X i y ose, jednaki su:
X =hX
Y=hy.

Povriinsko optereéenje P,,, sa komponentama P, i Pny zamenjuje se linijskim opterec¢enjem p, (SI.2).

odnosno:

Prx = hﬁnx; Pny = hﬁny-

S1.2 Linijsko opterecenje



Uslovi ravnoteze

Vezu izmedu presecnih sila i povrSinskog opterecenja dobi¢emo iz uslova ravnoteze sila koje napadaju
elementarnu prizmu iseenu iz ploe sa dve ravni paralelne sa Xz ravni na rastojanju dy i dve ravni
paralelne sa yz ravni na rastojanju dx (videti SI.3).

S1.3. Uslovi ravnoteZe elementa

Na strani x=const delovace sile N,dy i N, dy, a na naspramnoj strani x+dx=const, sile koje ¢e se
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razlikovati od prethodnih za prirastaje —= dxdy odnosno r dxdy .
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Isto tako imac¢emo za y=const, sile N dx i N,,dx, azay+dy=const, sile:

oNy . ON yx
Ny +—=dy |dx i | Ny +——dy |dX.
oy oy
Postavljajuci uslov da je zbir svih sila u pravcu teziSne ose paralelne X-osi jednak nuli i posle kracenja sa
dxdy:
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Analogno ovome, uslov ravnoteZe projekcija svih sila na pravac paralelan y-osi daje:

ON, ON
—Y iy =0. (2.b)
oy OX
Izjednacujuéi zbir momenata svih sila oko z-0se dobijamo:
Ny =Ny, .



Ustvari, s obzirom da je N, =hz,, i N, =hz,,, ovajizraz je dobro poznat kao stav o konjugovanosti
smicuéih napona.

Ostala dva uslova ravnoteze: zbir momenata oko osovina paralelnih X i y osi identi¢ki su zadovoljena jer
sile deluju u srednjoj ravni ploce.

Treba primetiti da su jednaCine (2) ustvari Navier-ove jednaCine, samo sa drugim oznakama. Pod
pretpostavkom da je

o, :sz:sz:O

mnoze¢i Navier-ove jednacine sa h dobijamo jednaéine (2).

I ovde, kao i kod ploca napregnutih na svijanje, uslovi ravnoteze uz odgovarajuce konturne uslove nisu
dovoljni za resenje zadatka. Broj prese¢nih sila veci je za jedan od uslova ravnoteze. Zadatak je staticki
neodreden i za njegovo resenje treba da razmotrimo i deformaciju ploce.

Deformacija ploce. Veze izmedu statickih i deformacijskih veli¢ina.

Prema uéinjenim pretpostavkama i napomenama, komponentalne deformacije shodno Hook-ovom zakonu
date su izrazima:
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Odnosno, preko sila u presecima:
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Sa druge strane, komponentalne deformacije mozemo izraziti preko pomeranja u, v i w u pravcima x, y i z
0se:



g, —Z—t’(; (5.2)
g =%; (5.0)

. %VZV; (5.c)
Vay =%u+%- (5.)

Funkcije ¢, & i 7y nisu, kao $to se vidi iz jednacina (5) potpuno nezavisne, ve¢ moraju zadovoljiti tzv.
uslov o poklapanju deformacija. Naime, diferencirajuéi jednacinu (5.a) dva puta po y a jednacinu (5.b) dva
puta po X i sabirajuci, nalazimo:
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Sa druge strane, diferencirajuci jednac¢inu (5.d) po x i y dobijamo:
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S obzirom da su desne strane jednacina (6) i (7) jednake, moraju biti i leve, pa dobijamo:

2¢, 0%, 0O°
iygzx + (;zy = 6x78X; (uslov kompatibilnosti). (8)
X

Od ukupno Sest uslova o poklapanju deformacija u opstem slu¢aju za slucaj ravnog naprezanja ostaje
samo uslov (8).

Sile u presecima plo¢e mozemo, sli¢no kao i kod plo¢e napregnute na savijanje, izraziti preko pomeranja,

Resavaju¢i jednacine (4a,b,c) po preseCnim silama i unose¢i za komponentalne deformacije izraze
(5a,b,c), pa nalazimo:
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gde jesa D= 1 E >N obelezena krutost ploce na zatezanje.



2. Diferencijalna jednacina ploce

2.1 Metoda deformacije

Jednacine (2) i (9) sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima, o ¢emu ¢e kasnije biti re¢i, u potpunosti
definiSu problem ploc¢e napregnute u svojoj ravni. Ukupan broj nepoznatih je pet, Ny, Ny, Ny, U, v, a isto
toliko ima na raspolaganju diferencijalnih jednacina.
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Iz ovog sistema jednacina mozemo eliminisati staticke velicine unose¢i u izraze (2) njihove vrednosti iz
jednacine (9).

Na taj nacin dobijamo:
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U jednacinama (10) imamo samo geometrijske nepoznate i opterec¢enje. Ovaj postupak svodenja problema
na deformacijske nepoznate, sli¢no kao u teoriji linijskih nosaca mozemo nazvati metodom deformacije.

Metoda deformacije kod plo¢a napregnutih u svojoj ravni, nije nasla ve¢u primenu u reSavanju pojedinih
problema. Razlog za to lezi prvenstveno u tome §to metod sila, kao Sto ¢emo videti kasnije, sa
matematiCkog gledista pruza vece mogucénosti za praktiCo reSenje pojedinih zadataka. Ovo dolazi do
izrazaja narocito ako su grani¢ni uslovi dati po silama.



2.2 Metoda sila

Isto tako, i jednacine (2) u kombinaciji sa jednac¢inama (4a,b,c) i uslovom kompatibilnosti (8),
imajuéi u vidu odgovarajuc¢e uslove na konturi, potpuno definiSu problem. U Sest jednaCina figuriSe
ukupno Sest nepoznatih veli¢ina Ny, Ny, Nyy, &, &y, Py
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Iz sistema jednacCina ((2), (4a,b,c), (8)) mozemo lako eliminisati deformacijske veli¢ine. Izrazimo li u
uslovu kompatibilnosti komponentalne deformacije preko presecnih sila (jednacine 4a,b,c), dobi¢emo,

zajedno sa jedna¢inama (2) sistem od tri diferencijalne jednadine u kojima Ce figurisati samo Sile u
presecima:
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Resenje zadatka preko jednacina (11), bilo bi u stvari metoda sila.



Priroda jednacina (11) je takva da se one lako uvodenjem takozvane naponske funkcije F sa osbinom:
o°F
~=-Ng
oxoy

i pod pretpostavkom da se komponente opterecenja X i Y mogu izraziti kao parcijalni izvodi neke funkcije
potencijala U i mogu svesti na jednu parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu éetvrtog reda. Stavljajuéi:

(12)

Uy (13)
OX oy

iz jednacine (11a,b) nalazimo:
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Ove jednacine bi¢e zadovoljene ako stavimo:
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Funkcija F naziva se obi¢no Erijeva (Airy) funkcija, prema engleskom astronomu G. B. Airy-u koji ju
je 1862. godine uveo.

Konacno diferencijalna jednacina je oblika:
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ili krace, obelezavajuéi sa:

o? o
A=—+— (Laplasov operator),
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diferencijalna jednacina se moze zapisati u obliku:

AAF +(1-v)AU =0. (16)

Kao sto vidimo, problem ploce napregnute u svojoj ravni svodi se na diferencijalnu jednacinu istog oblika
kao 1 problem plo¢e napregnute na savijanje.

Ako je X=Y=0 ili X=const i Y=const, jednacina (16) prelazi u biharmonijsku jednaéinu:

AAF =0. (17)



Treba zapaziti da u tom slucaju s’obzirom da se u diferencijalnoj jednacini ne pojavljuje Poisson-0v broj
v, reSenje zadatka ne zavisi od vrednosti elasti¢nih konstanti. Za svaki idealno elasti¢ni materijal dobija se
isto resenje.

Da bi se resila diferencijalna jednacina neophodno je da budu zadovoljeni grani¢ni uslovi koji mogu biti
dati po silama, po pomeranjima ili meSovito. Za reSenje problema ploe napregnute u svojoj ravni
opisanog diferencijalnim jednacina (16) ili (17), primenom Airy-eve naponske funkcije F, potrebno je i
grani¢ne uslove izraziti preko funkcije F.

Kada je odredena funkcija F, poznate su i sile u presecima, preko kojih pak mogu da se odrede
komponentalne deformacije. Komponentalna pomeranja u i v mogu se odrediti pomoc¢u komponentalnih
deformacija.



