1 Onpehenn mHTerpaJ

[Mocmarpajmo dbynkumjy f(x) nedunmcany m orpanmveny ma cermenty |a,b]. Onaj
cermeHT ce ojipeleHuM OpojeM Tavyaka MOXKe MOJIEJIUTH HA HEKOJMKO jejioBa. CKyn
NOJIEOHUX TaYaKa HA3UBAMO N0JenoM cermenta [a,b| m ozmauuhiemo ra ca P. Tako, na
npumep, veka P = {xg,z1,...,x,} upeacraBiba jeady mojeny cermenta |a,b]. Ha raj
HaUWH je ¢ = 2o < ] < -+ < T, = b.

Yeomehu oznake Azy, =z —vp—1 (k=1,2,...,n) u ||P|| = max Axy, 6poj || P

HA3WBAMO MAKCUMAAHUM Kopakom monene P. Ouwurienso je n > 3a cBaku

b—a
el
k=1,2,...,n 6upamo TauKky & € [Tr_1, | u 0bpazyjemMo unmezpasny cymy
n
> F(&)Axy,

k=1
3a dyukunujy f(x) y ommocy ma nogeny P u uzabpane tauke & (k= 1,2,...,n).
Hedbununuja 1.1 Qynxyuja f(z) je unmezpabuana na cezmenmy |a,b], axo ne-

3asucno 00 nodese P ceamenma [a,b] u usbopa mauara & us ceemenama [Tp_1, Tk
(k=1,2,...,n), nocmoju jeduncmeena 2panu4na 6pedrnocm

n b
fim 3" f(6)An = [ (o) 1)
k=1 a

| Pll—0 =
KoJy Hasueamo odpehenum urnmezpasom Ppynryuje f(x).

[Ipu cakoj nogenu P = {xg,x1,...,z,} cermenta [a,b] Mory ce o6pazoBaTn qOoma
u ropsha /lapbyoBa cyma

D(P,f) =) mplay,  G(P f)=> MpAxy,
k=1 k=1

rae je mp = inf  f(r) u My = sup  f(x). IlpuTom je y nNpOW3BOJGHOj TAUKH
r€[Tg—1,7k] TE[TK—_1,Tk]
& € [xp—1,2k) (K =1,2,...,n) ncnymeno

k=1

Hedbunuunmja 1.2 Kaowce ce da je nodeaa Po punuja od nodese Pi, axo je ceaxa
mauka nodese Py ucmospemero u mauxa nodeae Po, aau ne u obpamno. Ywkoauro cy
dame 6uno xoje dee nodese Py u Pa, mada je P3 = Py U Py wuxosa 3ajednuvra dunuja
nodeaaq.



Heka 3a ckymose A u B Baxxu A C B, u Heka je Ha ckyny B gedunucana GyHKIH]ja
f(z). Tamaje inf f(x) < inf f(z)usup f(z) < sup f(z), a u3 neduannmje nponsunasn
zeB €A €A z€B

naje D(Py, f) < D(Po, f) u G(Pa, f) < G(Py, f), ako je nonena Py dununja ox mogese
P,. Hamme, JOBOBHO je y3eTH jga Tofena P, cajpu y HEKOM CeTMEHTY [Tk_1,Tk]

nogene Py 6ap jenmy tauky z. Taga 3a my = inf  f(z), m{ = inf f(z)u
TE€[TK_1,Tk] TE[TE_1,2
mj = inf f(z), nobujamo
T€[z,xk]

D(PQ, f) — D(Pl, f) = m’k’(z — xk,l) -+ m;(l‘k — Z) — mk(l'k — xk,l)
= (my, —my)(z — zp_1) + (M), — my) (zp — 2) = 0.

Ha cawgan mauwmn, o3mauasajyhm M, = sup  f(z),
z€[zk_1,2k]
M!= sup f(z), M= sup f(z), nokasamu 6ucmo ja je
T€[TE_1,7] T€[z,xk]

G(P1, f) — G(Ps, f) 2 0. Ha ocHOBY 0BOTa, y CJIy4ajy HOjesa
P u P>, 3a muxoBy 3ajeannuky dbunaujy nogeiry P3 = P U Ps,
AMAaMO

D(Pl)f) gD(Pg,f) gG(P:iaf) gG(PQ)f)

Y ckmany ¢ Tam, uspase D(P, f) u G(P, f) moxkeMo cxBaTutu
M Ka0 CKyIOBe Jomux u ropmux JapbyoBux cyma, 3a cse moryhe nojesne P. Tlpurom
j€ CKyIl rOpIbUX CyMa OTPAHUYEH C JIOhe CTpaHe CKYIIOM JOBbUX CyMa u O6PATHO, CKYII
JIOBUX CyMa OIpaHWYeH C TOPIbe CTpaHe CKymoM ropmux cyma. Crora mocroju [, =
s%p D(P, fymnI* = i%f G(P, f). Bpojese I, u I* mazusamo dorvum u 2oproum Japbyosum

unmeezpanom u Baxu I, < I*. Tlpeumsnuje, D(P, f) < I, < I* < G(P, f).

Teopema 1.1 Qyuxuuja f(x) je unmeepabusna na ceemenmy |a,b] axo u camo axo
3a npoussonrno € > 0 nocmoju nodeaa P, maxsa da 3a dory u 20prey lapbyosy cymy

saotcu G(P, f) — D(P, f) < e.

» Unrerpabuwinoct dbyukuumje f(z) moapasymesa ja Baxu dopmyra (1), To jecr na 3a
npom3BoJHHO MaJm 6poj € > 0, nocroju 6poj 6 > 0, Takas aa je

)zn:f(fk)mk - /bf(q:) dx‘ < %
k=1 a

3a npousBosbHy mojeny P = {zg,z1,...,x,} cermenra [a,b] 3a kojy je ||P| < J, rue
je |P|| = max Az, u & npoussosbHA TauKa U3 cermMenta [Tx_1, k] (kK =1,2,...,n).

v

IIpeTxo/iHA HEjeITHAKOCT €KBUBAJIEHTHA je JIBOCTPYKO] HEje THAKOCTH

b n b
—;—i—/a f(x)dx<];f(§k)A:ck</a f(x)dx—i—%.



Mebyrm, kako je my = inf  f(z) < f(&) < My = sup  f(x), npm saroj
r€[rg—1,7k] TE[TK_1,Tk]
IIOJIEJI OBO je HCIIYE-€HO M 34 JOmY U ropmy lapbyoBy cymy, ma mobmjaMo

. b n b €
4 / flo)de < DIP.f) <3 fl6)Aan < GP.1) < / f@ydr+S (@)
U3 (2), nasazumo

b b
G(P,f) — D(P,f) = G(P, f) — / f(z) dz + / f(x)dz — D(P,f) < c.

O6parno, axo je G(P, f)—D(P, f) < e, ranauz D(P, f) < I, < I* < G(P, f) cnemmn
I* — I, < &, ogHOCHO, ¢ 063upoM Ja je € > (0 mpousBosbaH 6poj, Jomu u ropmu Jlapbyos
unrerpas cy jeauaku, I, = I*, u ozuauumo nx ca I. Bnauu, D(P, f) < I < G(P, f), u,
y3umajyhu y o063up (2), 3akmpydyjemo

‘ > f(E)Az, — | <,
k=1

IITO 3HAYM JIa MOCTOJU TPAHUYHA BDPEJHOCT WHTErPAJIHE CyMe 3a [IPOU3BOJHHY IOJIEITY
P cermenra [a,b], ogaocHo ga je dynkuuja f(x) uarerpabusina. <

YcioB nocrojama oapehenor narerpaJia JaT y IPeTx00j TEOPEMHA MOXKEe OUTH IPe/Ii-
CTaBJbeH y cJejgeheM oOJHKYy.

Teopema 1.2 Qynruyuja f(x) je unmezpabuana na ceemenmy [a,b] axo u camo axo
30 NPouseosno manse bpojese € > 0 u o > 0, nocmoju nodeaa P, maxea da je 36up
dyorcuna nodceemenama [Ti—1, x| na Kojuma je My —my = € maru od o.

» Heka je dbynkmuja f(x) uarerpabumma. Tama 3a € > 0 u 0 > 0 mocroju mojena
n

P, rakBa na je Y. (M — my)Ax, < eo. Ykomuko je > (M — my)Axg neo cyme

k=1 k!
n

> (M) — my) Az o nagekcuMa 3a Koje je My — my > €, HaJIa3umo
k=1

n
o > Z(Mk - mk)AI‘k > Z(Mk/ — mk/)Axk/ > SZAfk/ = ZA{L‘kl < 0.
k=1 k! 4 K’

O6parno, mpernocraBumo Ja je > Azxp < o. Ykomuro ca y (Mg — myn) Az
k/ k//
n
o3HAYMMO J1e0 cyme y . (My —my) Axy no unjekcuma 3a Koje je My —my, < e, jobujamo
k=1

n

E(Mk — mk)Axk = Z(Mk/ - mk/)Axk/ + Z(Mk// — mk//)AJ:‘k// < wo + E(b - CL),
k=1 k! k"



e jew =M —m,3am= inf f(x)u M = sup f(x), mro 3mauu ga je dbynkuuja
z€la,b] z€a,b]

f(z) unrerpabuina. <

2 WN3pauynaBame oapeheHOr mHTerpasia

3uajyhu na je #Heka (yHKIMja WHTErpabWiIHA, HEH WHTETrPaJ MOXKEMO HU3PAIyHATH
HEIIOCPE/IHO, HA OCHOBY AedwuHunmje, kopucrehu narerpaany cymy. Hawmme, mogeanmo
cerment [a,b] Ha m jejmakux jesnosa, craBbajyhin h = %a' Mozkemo y3eTu ga je
£k Kpajibe JIeCHa TadKa HOJCerMentTa [Tx_1, Tk, 3a koju je Axy = h (k= 1,2,...,n),
UHTErpajHa CyMa i f(&k)Axy mocraje h i f(zg). C o63upom sa 3a uHTErpPAOUIHY
dyHKIHjY, He3aBH](€;(1) OJT HAYMHA TOJIeTe ];1:11/1360pa TaYaKa y MOJCETMEHTHMA, WHTE-

rpajiHa CyMa TeXW jeJIHOM HCTOM OpOjy, MHTerpaJiy, Tako he um 3a OBy WHTErDAJIHY
CyMy BaXKWUTHU

lim h E f(zg) = lim —— E flaxg) = [ f(z)dx.
h—0 n—oo M a

k=1 k=1
IIpumep 2.1 ®yurnmja sin x je HEMPEKUIHA 33 CBAKO * € R, Ima je HerTpeKnIHa U HA CETMEHTY
[0,7], ¥ HA CBUM IHErOBUM IOICErMEHTUMA [Tg_1,Z)], Ha KOje ra, Ha ITPOMO3BO/HAH HAYMH,
nemmamo. Tlome Mo Ta Ha N jeTHAKuX JeI0Ba, o3Hadasajyhn h = Axy = /n. ¥ cknany ¢ Tawm,
npumesyjyhu KantopoBy TeopeMy, 3aK/bydyjeMo 13, 3a MPOU3BO/HHO MAJN MO3UTUBAH OPOj &,

. . £ .. n
MOCTOjU JIOBOJBHO (bUHA MOMea, Takea 13 je My — my < —, ma je je > (M — my)Axy < g,
T

k=1
TO ject PyHKIMja Sin T je uHTerpabUuaHA Ha OBOM CEIMEHTY. 3a Tadke & 01abepuMo Kpajese
HoACerMeHara, [Xg—1, T, Jakmne & = xp = ’%r (k=1,2,...,n), u o6pasyjeMo HHTETPAJHY CyMy
n n
. kT T . km
E sin — - Az = — sin —.
n n n
k=1 k=1

Kopucrehn aguimmony ¢opmyty KojoM ce IPOU3BOJ, MPETBAPA ¥ PA3INKY, HATAZAMO

km 1 s 7r
in—=——— 2k—1)— — 2k 1—).
— 2sin 5~ (COS( )2n cos(2k +1) 2n
Ha rTaj magwmu, 1o6ujamo
n T i
T . kT P ( T T P
- - = " _ 2 1 7) — n N
n S 2sin o “on cos(2n + )2n sin 5~ )
k=1 n n

Opasze je

T n T
. .7 . km . 7 T
sinzdr = lim — sin — = 2 lim —2%— cos — = 2.
0 n—oo N £ n n—oo Sin % m
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Teopema 2.1 Axo je gynwyuja f(x) unmeepabuana na cezmenmy [a,b] u nocmoju
dugpepenyujaburna dynxyuja F(x) na [a,b], maxsa da je F'(x) = f(x), mada sascu
Bymu-Jlajornuuosa gpopmyaa

b b
/ f(x)dx = F(z)| = F(b) — F(a).

» Heka je P = {z9,21,...,2T,} npousso/bHa mozmesna cermMenta |a,b]. Ha ocmosy Jla-
IPAHKOBE TEOPEME O CPE/Ih0] BPEJIHOCTH, Ha MOJCErMEHTY [Tk_1, T] nocroju tauka &,
TaKBa 1A je

F(zg) = Flag-1) = F' (&) (xk — zp-1). (3)
C o6zupom ja je F'(z) = f(x), mmamo

n

F(b) = Fla) =Y (F(ay) = F(ar-1) = ) f(&)Aay,

k=1 k=1

3

nITo mpejcTasba uHerpadany cymy dynkmuje f(x). Kako je dynkumja f(z) narerpa-
OuiiHa, rpAHUIHA BPEJIHOCT OBe cyMe, Kaja || Pl — 0, me 3aBucu oz uzbopa tauaka
U3 NOJICErMEeHaTa [Tg_1,Tk|, 1 Moxkemo Guparn ynpaso one u3 Jlarpamxkose dhopmyie
(3), ma cueam

lim fokAxk—/f F(b) — F(a),

[1Pll—0

0JIaKJie ce HemocpeaHo J1obuja Tparkena dopmyra. <«

3 Ocobune oxpehenor mHTErpaJsa

1° @yukumja f(r) narerpabusina Ha cermeHry [a,b|, orpanuuena je Ha TOM cer-
MEHTY.
» IIpernocraBumo cynporno, T0o ject ja je dynkmmja f(xr) uarerpabuiana, aau ga
je meorpamwdena. V3 dumeHUne na MOCTOJW jeIMHCTBEHA rpaHudHa BpemHocT (1),
HE3aBUCHO oj1 mojiesie P cermenta [a,b] m m3bopa Tauaka & w3 cermeHara [Ty_i,Tk]
(k = 1,2,...,n), cieqm ja je CKyn CBMX WHTErpaJHUX CyMa orpanwuen. Kako je
dbyukmuja f(r) HEOrpaHWUEHA, CUTYPHO TOCTOJU HEKHW CETMEHT [Ty,—1, L] HA KOME je
OHA HEOTPAHWYEHA, TAKO JIA TAYKY &y € [Tym—1, L] MOKEMO yBEK m3abpaTn Tako Jia
cabupax f(&y,)Az,, 6yme Behu o Ma KAKBOT yHAIIpEJ 33JIaTOT BEJUKOT Opoja, ma he
CaMUM TUM YWTaBA WHTErPaJHA cyma Outwm mHeorpanutvena. Mehyrum, To aHuje moryhe,
je€p Y CKyIly CBUX MHTETPAJIHAX CyMa HeMa HEOrDAHUYEHUX. <«

Hanomumwemo jia je orpannvenocr dynkuuje f(x) neonxoman yc/ios ja 6u ona busia
nHTErpabmiTHa, aJu HUje CBaKa OrpaHmvena (pyHKIMja WHTErPaAOUIIHA.
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1, z€la,b]NQ,
0, z€lab]\Q
Mmenty [a,b], anm nuje waTerpabunna. Hamme, mpw mpown3ssosbHOj mogenn P cermenta [a, b)),
ropma Jlapbyosa cyma je b — a, a moma je 0. To 3Haum ma je pasnuka ropme u gome Hdapbyose
cyMe yBeK b — a, He3aBHCHO of momene P cermenta [a,b] m m3bopa Tawaka & W3 cermeHaTa
[xp—1,2k]) (k=1,2,...,n). Jakne, na ocaoBy Teopeme 1.1, Tupuxmeora HyHKIMjA HEjE WHTE-
rpabIIHA.

IIpumep 3.1 dupuxneosa dbyuximja D(x) = { OTpAHWYEHA, je Ha, Cer-

2° Qyuxyuja f(x) unmezpabuana na ceemenmy [a,b], unmezpabuana je u na cez-
menmy [a1,b1] C [a,b].
» Heka je mar npomssosban nosutusan 6poj €. Kako je f(z) marerpabumna dpynkmmja
Ha cermenty [a, b], mocroju nogena P cermenta [a, b], Taksa na je G(P, f)—D(P, f) < e.
Heka je P; mosesia mcror cermenTa, Koja yKibydyje Tauke ap u by. Ca P osmauuhemo
noJiesty cermenTa |ag, b1] Koja je dopmupana o Tauaka mogesne Py. Crora cnemu mejes-
HAKOCT

G(Pllvf)_D(Pllvf><G<P17f>_D<P17f>7 (4)

jep cy D(P,f) m G(P', f) nowa u ropma Hapbyosa cyma dynkmmje f(z) ma cer-
menty [a1,b1], a D(Py, f) u G(Py, ) nowa u ropma lapbyosa cyma dbyukuumje f(z) na
cermenty [a,b], ma je cyma D(P, f) cagpxkana y cymm D(Py, f), a cyma G(P, f) y
cymu G(Py, f).

C apyre crpane, kako je P C Pj, 3HamMo Jia Baxu

D(P, f) < D(Py, f) < G(P1, f) < G(P, f),

OJTAKJIE je
G(Plaf)_D(Plaf)gG(Pvf)_D(P7f)<‘€

Ha ocuosy (4), cnemqm G(P, f) — D(P', f) < &, mro 3naun na je dynkmuja f(z)
uHTErpabUIHA U HA CerMeHty [aj, bi]. <

3° Hexa je a < ¢ < b. Tada, axo je pynxyuja f(x) unmezpabuina na cezmenmuma
[a,c] u [c,b], ona je unmepepabusna na cezmenmy [a,bl, npu wemy je

/abf(m)dx: /acf(m)d:n+/cbf(x)dz.

» Heka je € nupouszBosban no3urusad 6poj, A0k cy P u Py pejiom nojesie cermeHara,
[a,c] n [c,b]. Tana je P = P; U P» niogena cermenta [a,b]. C o63upom na je dynkumja
unTerpabuiiHa Ha CerMeHTUMa [a, ¢] u [c, b, mogene P; u Py MoxkeMo u3abpaTu Tako Ja
je

G(P, )= D(P, f) <5, G(Pyf)—D(P, f) <

Do ™
DO | ™

Ouurie Ho Baxxu

G(P,f) = D(P,f) = G(P1, f) = D(P1, ) + G(Py, f) = D(P, f) <,
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na 3akspydyjemo Ja je dbyuknmja f() uaTerpabuiana Ha cerMenty [a, b].
Nurerpasiny cymy y ojiHocy Ha mojieity P MoxkeMo mpejictaButn y obiinky 36mpa
MHTErPAJHAX CyMa y OJHOCY Ha moxene P u P

Zf (G Az, =Y f(&r) Az + > f(&) Ay
Py Py

ITpenaszehn na rpanwany BpegHoct jgese crpane kajga ||P|| — 0, ounrnenno ||Pi|| — 0
u ||P|| — 0, ma gobujamo

/abf(x)dx—/acf(x)dx—i—/cbf(:r)dx_ <

4° Axo cy ¢pynryuje f(x) u g(x) unmezpabuane na ceemenmy |a,b], mada je u
Pynrxyuja f(x) + g(x) unmeepabusna na ceemenmy |a,bl u

/:(f(:z) + g(z)) dz = /abf(:r;) dx + /abg(x) de.

» IIpm npousBo/bHOj mOJean cermenTa [a,b] m npomsso/bHOM M360pPYy Tauaka & w3
cermenara [rx_1,2x] (k=1,2,...,n), umamo

D (&) + 9 Az = F(&) A$k+295k )Azy.
k=1 k=1

k=1

C ob3upom na cy dyukumje f(r) u g(r) unrerpabusine Ha cermenty [a,b], mocroje
rpaHUYHE BPEJHOCTU MHTErPAJHUX CyMa Ha JIecHOj crpanu kaja ||P|| — 0. 3aro no-
CTOjU W IPAHUYIHA BPEIHOCT MHTErPAJIHE CyMe Ha JieBoj crpanu kaja || P|| — 0, omakse
crequ TBpheme. «

5° Axo je ¢ynryuja f(x) unmeepabuana na ceemenmy |a,b] u ¢ koncmanma, mada
je u gynryuja cf (x) unmezpabusna na ceemenmy [a,b] u

[ erwar=c [ )

» Tepheme HETOCPEIHO CJIe/iA U3 jeTHAKOCTU

n n b

/b cf(z)dr = lim Zcf(fk)Axk =c lim Zf(fk)Axk =c | flzx)de. <

P
IPl=0 &

6° Axo cy dynwuuje f(x) u g(z) depunucane na ceemenmy [a, b, npu wemy je f(x)
unmezpabusna na [a,bl, a g(x) ce pasauryje 00 f(x) y Konaurnom 6pojy mavara, maoda
je u pynryuja g(x) unmezpabusna na [a,b] u

[ o= [ rwa
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» Qynxmuja u(z) = g(x) — f(z) je, ocum y koHauHOM 6pOjy Tadaka tq,ts,...,t,, Ha
cermenty [a,b] jenanaka mymm. Heka je M = max{u(t1),u(t2),...,u(ty)}. Csaka ox
Tagaka t1,t2,...,t; MOXe OMTH U IOJIeOHA, W, KaO TaKBa, IIOKJAIa Ce Ca HEKOM O]
ragaka g, 3HAUU Ja Ce MOXKe HahM MCTOBPEMEHO y HAJBWIIE JBA CETMEHTA [Tg_1, Tk
(k=1,2,...,n), ma je 6poj cermMeHaTa KOju CaJIpKM OBE TAYKE HAJBUIIE 2¢. Y OCTAJIUM
cermentuma je u(z) = 0. 3a npoumsso/bHO Masm 6poj € > 0 u NPOM3BOJbHY HOJIETY

P ={xg,z1,...,2,} cermenta [a,b], 3a kojy je |P|| < 6 = U 1POU3BOJbAH U360P

_&
2qM’

ragaka  u3 cermenara [ry_1, 2k (k=1,2,...,n), umamo

| (g An| <3 Julg)|Awk < 20M| P < 20M6 = =.
k=1 k=1

b
To 3uaun ja je dyukumja u(r) uarerpabuina u jga je / u(z)dx = 0, omakmne ciegu
a

na je dynkumja g(x) = u(z) + f(x) marerpabunna na cermenty [a, b], u Baxku

/abg(x)daz:/abu(x)d:c+/abf(x)dx:/:f(:c)d:v, <

Youumo ja onpehenn marerpas dbynknumje Ha cermenty [a, b] mocroju n oHjma Kaua
M3 Hera M30CTABMMO KOHAYAH Opoj Tavuaka, a (PYHKIWJH Y HHAMA, JOJAEIUMO BPETHOCTH
HA MPOW3BOJbAH HAYWH, jep, Ha, OCHOBY YIPAaBO JIOKa3aHe 0COOMHE, MHTErPAJI HE 3aBUCH
0J1, BPEIHOCTH KOj€ TMOJAWHTErpaJiHa (pyHKIHja y3UMa y THM TaIKaMa.

7° Axo je pynryuja f(x) unmeepabuina na [a,b] u f(x) = 0, mada je

/abf(x)dx20.

» Kaxko je f(z) > 0, 3a npoussosbny nojesny P u nponssosban n3bop tavaka & u3 cer-
n

meHata [Ti_1, 2] (k=1,2,...,n), cieaun Zf(gk)Aazk > 0. IIpenackoM Ha TpaHHYIHY
k=1
speauoct ||P|| — 0, nobuja ce tBpheme. <«

8° Axo cy Ppynruuje f(z) u g(x) unmeepabuane na [a,b], npu wemy f(z) = g(x),

mada je
b b
/f(x)dm)/ g(z) dz.

» Oyukmuja f(x) — g(z) je, ma ocuoBy ocobune 3°, uurerpabunna ua [a,b]. Kako je,
npema ycaosy, f(x) — g(x) > 0, npumenom ocobune 6° mobujamo TBpheme. <

Ha ocuoBy oBora, Kaxe ce jga ogpeheH mHTerpaJi moceayje 0OCOOMHY MOHOMOHUJE.
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9° Axo je ¢pynxuuja f(x) unmeepabuana na [a,b], unmezpabusna je u Pynryuja

£, npu ey e b b
[ t@as| < [ ao

» Heka cy 2’ w 2” tauke w3 nomcermenta (151, 7k, 32 k = 1,2,...,n. NUmamo

[f@")] = 1£@") = f2) + f@)] < f(2") = f@)] + [ f(2)]

OJTHOCHO
[F @) = 1f @] < |f(@") = f@")] < My —my,

rie cy My u my cynpemym, oguocuo uadumym dbyunknuje f(x) na [xx_1,2k]. Heka cy
M} umj cynpemywm, onsocuo uadumym dyukugje | f(x)| na cermenry [x)_1, 2] Kako
uejepnaxoct | f(z”)|—|f(z")| < My —my Baxu 3a upoussosbue rauke ',z € [xp_1, zk),
corenm

Al;——7nz < Aﬁ;—-ﬂlh
Crora, 3a npoussospHO € > 0 mocroju § > 0, Takas ma je 3a nogeny P = {zg, z1,...,Tn}
cermenta [a, b], 3a kojy je || P|| < J, Baxu

n

n
Z(Mk my) Az < Z My, — my) Az < g,
k=1 k=1

mTo 3Ha4d Ja je dyakmmja |f(x)| uarerpabmina. Ha ocHOBY 0coOMHE MOHOTOHHMjE KO
ojapehenor maTEerpasia, 1obmjamo

b b b
—[f(@)| < fz) < |f(x)|dz = —/ If(ﬂf)\dw</ f(l‘)dar</ |f(z)] dz. <

10° Axo je ¢ynxuuja f(x) unmezpabuina na [a,b], mada je u Pynryuja f2(x)
UNME2PabUANA HA MOM CE2MEHMY.
» Kao unrerpabunna, dpynknmja f(z) je orpannuena na [a, b], ma nocroju M, npu uemy
je |f(x)] < M. C obsmpom ma je f2(z") — f2(2') = (f(2") — f(«")(f(z") + f(2')) 3a
6wt koje ape tauke =’ w '’ u3 [a,b], a snajyhm ma je |f(z”)+ f(a)| < |f(2")|+]f(2)],
JobujaMo

") = fPa’) < |2 = 0] < 2M|f(2") = f2)]. (5)
Heka je P = {xg,1,...,2,} momena cermenta [a,b]. Osmaummo ca M) u m}
cynpemyw, ogrocHo uadumym byukmmje f2(z) na nogcermenty (21, k], k=1,...,n

Kako je |f(z") — f(2")] < My — my, 3a 6uno koje nse tauke ' w 2" u3 [xp_1,xk], Toe
cy My u my, cynpemym, oguaocuo undumym dbyuknuje f(z) na [zg_1, zk|, na ocnosy (5)
mvmavo f2(z") — f2(2') < 2M (M, — mg), a cammm M je u M} —mj < 2M (M —my,).
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Kaxko je dyukuuje f(z) uarerpabusina, 3a mpousBossHO £ > 0 mocroju Takso 0 > 0,
n

naje S (Mj, — my)Azy = G(P, f) — D(P, f) < £/2M, s3a noneny P xojy je | P|| < 6,
k=1
ITa, 3aKJbydyjeMo Jia. je

n n

G(P, %)~ D(P. f?) = 3" (M} — mj)Axy, < 2M Y (M, — my) Aay, < 2M - ﬁ =,
k=1 k=1

ojaxie ciaepu uarerpabunnoct bynxmuje f2(z). <

Mebyrum, narerpabmisoct dynxuuje f2(x) mocemuana je ommruje ocobume.

11° Axo je ¢ynxuuja f(x) unmeepabuana na |a,b], npu wemy je m < f(x) < M,
u pynrwyuja g(y) nenpexudna na [m, M]. Tada je pynryuja h(x) = g(f(x)) unmeepa-
buana na [a,b).
» Hexka cy € > 0 u 0 > 0 npoussospao masu 6pojesu. Ha ocaoBy Kanropose Teopeme,
nocroju 1 > 0, rakas ja je |g(y) — g(2)| < €, ykoqmko je |y — z| < n3a y,z € [m, M].
Kaxko je dynkumja f(z) unrerpabunna ua [a,b], 3a 0 u 1 nocroju § > 0, Takas Ja 3a

noneany P = {xg,z1,...,z,} cermenra [a,b], 3a kojy je ||P|| < J, Baxn
n
G(P,f)=D(P,f)<no & > (My—my)Azg <o, (6)
k=1

rie cy My m my, penom, cynpemym, oguaocuo nadumym dbynknumje f(x) Ha mojgcermenTy
[#x—1,2]. Heka cy M} umj cynpemym, onaocto uadumyMm yukmje g(y) ma [my, My
3a k=1,2,...,n. Cepcrajmo 6pojese 1,2,...,n y nogckynose A u B, tako na k € A,
aKo je M —my <nuk € B, ako je Mp—my, > 1. Y npBoM caydajy cremu M —mj, < e,

a 'y apyrom mmamo mporeny My —mj < 2K, rue je K = sup |g(y)|. U3 (6) crenn
m<y<M

no > Z(Mk —my) Az > Z nAx, = Z Az < 0.
keB keB keB

JlakJte, 3a MpuU3BOJLHO MaJie TIO3UTHBHE OPOjeBe € U 0, Pa3JIMKa ropme u gome Jlapbyose
cyme dyukimmje h(z) = g(f(z)), mocroju mososmuo dbuna momena P cermenta |[a, b,
TaKBa 1A je

G(P,h) = D(P,h) =Y (Mj — mj)Azy, + Y (Mf — mj)Azy, < e(b—a) + 2Ko,
keA keB

wrro 3nauum ja je dyukuuja h(x) narerpabunna va [a,b]. <

2 u3 unrerpabummnoctn bynxuuje f(x), cieau uaTerpa-

Hakie, ysumajyhu g(x) = x
6umnocT dyukmmje f2(r). HamoMumeMo Ja ako ce ycI0B HEHPEKUIHOCTH 32 (DYHKIH]Y

9(y) 3amenn ycaoBoM MHTErpabUIHOCTH, OBa, 0COOMHA, IPECTAje /A BarXKu.
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IIpumep 3.2 3a dynkmmjy g(y) nedunucany ca g(0) = 0 m g(y) = 1 3a y # 0 w Pumanosy
byuxmmjy f(x) n3 Ipumepa 4.1, mmamo g(f(z)) = 0 kana je x nparmmonaman 6poj u g(f(z)) =1
KaJsa je & paumonasan 6poj. O6e dynkuuje g u f unrerpabunne cy, 1ok dbynkuuja g(f(z)), Ha
ocuoBy Ilpumepa 3.1, Huje uHTErpOWITHA.

12° Axo cy Pynruyuje f(x) u g(x) unmeepabuane na [a,b], mada je unmeepabunan
u wuzos npouseod f(x)g(x) na |a,b)].
» Kako je

Af(x)g(x) = (f(x) +9(2))* = (f(z) — g(x))?,
TBpheme HEMOCPETHO CIIEIN TTPUMEHOM OCOOMHA, 0 WHTErpabWIHOCTH 30Wpa, pa3iInKe n
KBa/IpaTa MHTErpabmiiHux (QyHKIHja. <«
13° Teopema o cpedroj epednocmu. Hexa cy dpynruuje f(x) u g(x) unmeepa-
6uane na [a,b], npu wemy jem < f(x) < M ug(z) > 0. Tada nocmoju 6poj u € [m, M],
b b
maxaé da je / f(z)g(x)dx = ,u/ g(x)dx.

a a
» Kako je m < f(x) < M n g(x) > 0, umamo

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z).

U3 wnrerpabunnoctn dynkmmja f(r) m g(r) mpousmiasm MHTErpaOHIHOCT E>HXOBOT
POU3BO/IA, 14, U3 PETXOJIHE JBOCTPYKE HEJEJIHAKOCTH, Ha OCHOBY ocobuue T°, ciiejan

m/abg(a:)da: < /(ff(:z:)g(:n)dz < M/abg(a:)d:n.
b

b
YkoJsmko je / g(z) = 0, nobuja ce / f(x)g(x)dx = 0, ma dopmyna Baxm 3a cBaKM
a

a

b
L. Ba/ g(z) > 0, mamaznumo
a

fbf(ac)g(x)dac | f(z)g(x)dx

m

I
I\
=
U
=
Il
A

b
[ g(x)dx [ g(z)dx

4 Kiace nHTEerpabmiiHnx pyHKIHja

Teopema 4.1 Qyuxuuja f(r) nenpexudna na ceemenmy [a,b], unmezpaburna je na
mom cezmenmy.
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» C o63upom ja je f(x) Hempekuna Ha cerMenTy [a, b], Ha ocaoBy Kantopose Teopeme,

€
3a mpou3BosbHO £ > 0 mocroju § > 0, takso na je |f(z) — f(t)] < 2 KaJ| ToJ je
—a

£
|x —t| < 0. Uzabepumo caya nogeny P, taksy na je ||P|| < 6. Tana je My —my < 5

—a
(k=1,2,...,n). Cnenn,

n

G(P,f)—D(P, f) = Z(Mk — my) Az < ﬁ (b—a)=c¢,
k=1

mro 3uaun ja je f(x) marerpabunna pyHknmja. <

IMocneguna 4.1 Heka je ¢ynxyuja f(x) nenpexudna na |a,b]. Tada nocmoju mauxa

b
€ € [a,b], maxsa da je / flx)dx = f(&)(b—a).

» [Ipema mnperxomuoj teopemu, dynkmmja f(x) je marerpabuana, a 3a g(x) = 1, u3
Teopeme 0 cpesEb0j BPETHOCTH, CIIEJTH

b
/ f(@)dz = p(b - a).

Ha ocuoBy Bajepmirpacose Teopeme Henpekuana dhyukimja f(z) goctuke HA CETMHTY
[a,b] nHajmamwy n Hajsehy Bpemmocr. Heka je m = infq){f(x)} u M = sup {f(z)}.
a<r<

a<z<b
Kao menpekupna, dyuknuja f(z) ysuma ce Bpeauoctu usmehy m u M. Mebhyrum,

kako je m < pu < M, o mocroju £ € [a,b], TakBo na je u = f(§). <

Teopema 4.2 Monomona u ozpanuuena gynryuja f(x) na [a,b], unmezpabuana je na

[a, b].

» IIpermocrasumo ga je f(x) monorono pacryha dbynkmmja. Heka je maro € > 0 u
crasumo 6 = —, rue je w = f(b) — f(a). Uzabepumo noneny P = {zo,x1,..., 2y}, TaKO
nmaje ||P|| < 0. Tama je Axg < 8, My = f(xk), mi = f(xr—1) m nobujamo

n

G(P,f) = D(P,f) = (My —mp)Azy, < 3> (f(ap) — fzro1)) = dw =,

k=1 k=1

to ject G(P,f) — D(P, f) < e, mro 3uaun na je dbyukmuja f(z) unrerpabmwina. Y
cJIydajy MOHOTOHO omnaJfajyhe dyHkmnuje, 10Ka3 je candan. <«

Teopema 4.3 Qynruyuja f(x) ozpanuvena na ceemenmy |a,b] xoja uma xonauan 6poj
mavaxa npexuda npee epeme, UHMEPabUAHa, je.
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» Pasmorpumo majope ciyuaj kaga dbyukmmja f(z) uMa jeIUHCTBEHY TAYKY MPEKU-

Jla, TIPM 9eMy je OHa y jeJlHOM OJI KpajeBa cermenTa [a,b]. Ako je m = ir[lfb] f(zx)
z€(a,
u M = sup f(x), osguaaumo w = M — m. Wzabepumo tauky z1 € (a,b), Tako ja
z€[a,b)

x1 —a < £/2w, rjie je € MPOou3BOJbaH NO3UTHUBAH OPOJ.
®ynkuuja f(r) je HenmpekugHA HA CErMEHTYy [T1,b], ma je Ha meMy HHTerpabuiIHA.
To 3uaun ja nocroju nogena Py = {x1,z2,...,x,} cermenra [z1,b], Taksa 12 je

n

Z(Mk — mk)Axk < g
k=2

Heka P = {zg,x1,...,2,} (xo = a) nogena cermenta, [a,b]. Kako je M1 —mj < w,
dbyakmmja f(x) je maTerpabuana, jep je

Z(Mk - mk)Aack = (Ml - ml)Axl + Z(Mk — mk)Axk
k=1 k=2

3 5
—+c=c

= (M1 —mq)(xq —a)—i—Z(Mk — my) Az <wgot5

k=2

[Tocmarpajmo caga ommru ciy4daj. Heka ce tauke npekupa § < & < -+ < &
dbyuknuje f(z) namase y unrepsaiy (a,b). I3abepumo Tadure 11,12, . . ., p4+1, TAKO Ja
Baxkn a < 1M <& <mp <& <<y <& < Mp1 < b Ha cBakom og1 cermenara
[a,m], 1, Exl, (€0, 7] - - (Epr ipsa]s [ipt1, ] hymkmaja f(2) mva Bajpmmme jensy Tasxe
NPEKU/Ia U 3aTO je, Ha OCHOBY HPBOT Jie/a J0Ka3a, Ha CBAKOM OJI lbUX WHTErpabuJiHa, a
caMuM TUM MHTErpabuiiHA je Ha YMTAaBOM CerMeHtTy [a,b]. <«

Mebhyrum, dynrimja Moxe 6utu mHTErpabMIIHA, MAKO CKYIl TAYaKa, MPEKUIA HU)e
KOHAYaH.

IIpumep 4.1 Panmje cmo, y Ilpumepy 7?7, pazMarpann HenmpeKuaHocT PuManose gyHKImje

na cermenty [0, 1],

1
-, x:EG[O,l],pGZ,qGN
q q

0, z€[0,1]\Q
U [OKA3aJIM 4 OHA UM MPEKH] Y CBEM DANHOHAJHUM TadKaMa, JAKJe, CKYIl Tauaka IPeKuIa
je mpebpojus.

R(z) =

. . D .
3a npousBospHO Masm € > 0 onpeljyjemo mpupogan 6poj N, Tako 1a je — < > zaTuM 6poj

N
. € . ..
d, rakap ja je 0 < 0 < s——. Hexa je P = {zo,21,...,2,} nogena cermenta [0,1] 3a xojy je
IP]| < 4, rae je ||P|| = max Azy. C ob3upom Ha TO ma, mpu cBaKOj nmogemu P,y 6umo koM
RN
MOJICETMEHTY [Tk —1, k| IMA HPAIMOHATHAX Opojera, youasamo aa je mp =  inf  R(z) =0,

me[zk—lyﬂ?k]
na je goma Jdapbyosa cyma jemmaka mynau! Crora mocmarpamo camo ropmy JapbyoBy cymy.
Cge nogcermente [z_1, k| pacunopehyjemo y aBe kiace.
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(a) Y upBoj KJIacu Cy IOJCErMEHTH KOjU CaJprKe pamuoHaine 6pojese P 3a, 9uje MMEHUOIEe
q

Baxku 1 < q < N, makme, 3a CBakKW ¢, HajBuie je ¢ — 1 TakBux OpojeBa, ma WX YKYIHO He
Moxke Outm Bume og 1 +2+ -+ N —1 = %(N —1)N < N2, camum TuM MaxkcuMmaiad 6poj

1 1
noncermenara uuje ehm om N2, Ilputom 1 > — > — maje M = sup R(x) < 1.
q N z€[Tp—1,28]
(6) ¥V apyroj kiacu cy moOACerMeHTH Koju caiapake 6pojese b ca uMeHuommMa, ¢ > N, 1ma je

1 1
< N Tana je My, < N

| =

n
Topmy lapGyosy cymy > MyAxy, npencraBbaMo Kao JBa 30upa, mpeMa TOME KOjoj KIIach
k=1
MIPUIIAI3jy TOACEIMEHTH, U Kao pe3yarar A00mjaMo

- 1 e €
Zﬂka.’L‘k = Z MpAzy + Z MpAxy, < N25+ N < 5 + 5 =g,
k=1 q<N >N

1
mTo 3HaYH na je Pumanosa dynkmuja warerpabunna ma [0, 1], mpu wemy je / R(z)dz = 0.
0



