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1 Odre�eni integral

Posmatrajmo funkciju f(x) definisanu i ograniqenu na segmentu [a, b]. Ovaj

segment se odre�enim brojem taqaka mo�e podeliti na nekoliko delova. Skup

podeonih taqaka nazivamo podelom segmenta [a, b] i oznaqi�emo ga sa P . Tako, na
primer, neka P = {x0, x1, . . . , xn} predstav	a jednu podelu segmenta [a, b]. Na taj
naqin je a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Uvode�i oznake ∆xk = xk − xk−1 (k = 1, 2, . . . , n) i ∥P∥ = max
16k6n

∆xk, broj ∥P∥

nazivamo maksimalnim korakom podele P . Oqigledno je n > b− a

∥P∥
. Za svaki

k = 1, 2, . . . , n biramo taqku ξk ∈ [xk−1, xk] i obrazujemo integralnu sumu

n∑
k=1

f(ξk)∆xk,

za funkciju f(x) u odnosu na podelu P i izabrane taqke ξk (k = 1, 2, . . . , n).

Definicija 1.1 Funkcija f(x) je integrabilna na segmentu [a, b], ako ne-

zavisno od podele P segmenta [a, b] i izbora taqaka ξk iz segmenata [xk−1, xk]
(k = 1, 2, . . . , n), postoji jedinstvena graniqna vrednost

lim
∥P∥→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk =

∫ b

a
f(x) dx, (1)

koju nazivamo odre�enim integralom funkcije f(x).

Pri svakoj podeli P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b] mogu se obrazovati do�a
i gor�a Darbuova suma

D(P, f) =

n∑
k=1

mk∆xk, G(P, f) =

n∑
k=1

Mk∆xk,

gde je mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x) i Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x). Pritom je u proizvo	noj taqki

ξk ∈ [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n) ispu�eno

D(P, f) 6
n∑

k=1

f(ξk)∆xk 6 G(P, f).

Definicija 1.2 Ka�e se da je podela P2 finija od podele P1, ako je svaka

taqka podele P1 istovremeno i taqka podele P2, ali ne i obratno. Ukoliko su

date bilo koje dve podele P1 i P2, tada je P3 = P1 ∪P2 �ihova zajedniqka finija

podela.
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Neka za skupove A i B va�i A ⊂ B, i neka je na skupu B definisana funkcija

f(x). Tada je inf
x∈B

f(x) 6 inf
x∈A

f(x) i sup
x∈A

f(x) 6 sup
x∈B

f(x), a iz definicije proizilazi

da je D(P1, f) 6 D(P2, f) i G(P2, f) 6 G(P1, f), ako je podela P2 finija od podele

P1. Naime, dovo	no je uzeti da podela P2 sadr�i u nekom segmentu [xk−1, xk]
podele P1 bar jednu taqku z. Tada za mk = inf

x∈[xk−1,xk]
f(x), m′′

k = inf
x∈[xk−1,z]

f(x) i

m′
k = inf

x∈[z,xk]
f(x), dobijamo

D(P2, f)−D(P1, f) = m′′
k(z − xk−1) +m′

k(xk − z)−mk(xk − xk−1)

= (m′′
k −mk)(z − xk−1) + (m′

k −mk)(xk − z) > 0.

Na sliqan naqin, oznaqavaju�i Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x),

M ′′
k = sup

x∈[xk−1,z]
f(x), M ′

k = sup
x∈[z,xk]

f(x), pokazali bismo da je

G(P1, f) − G(P2, f) > 0. Na osnovu ovoga, u sluqaju podela

P1 i P2, za �ihovu zajedniqku finiju podelu P3 = P1 ∪ P2,

imamo

D(P1, f) 6 D(P3, f) 6 G(P3, f) 6 G(P2, f).

U skladu s tim, izraze D(P, f) i G(P, f) mo�emo shvatiti
i kao skupove do�ih i gor�ih Darbuovih suma, za sve mogu�e podele P . Pritom
je skup gor�ih suma ograniqen s do�e strane skupom do�ih suma i obratno, skup

do�ih suma ograniqen s gor�e strane skupom gor�ih suma. Stoga postoji I∗ =
sup
P

D(P, f) i I∗ = inf
P

G(P, f). Brojeve I∗ i I∗ nazivamo do�im i gor�im Darbuovim

integralom i va�i I∗ 6 I∗. Preciznije, D(P, f) 6 I∗ 6 I∗ 6 G(P, f).

Teorema 1.1 Funkcija f(x) je integrabilna na segmentu [a, b] ako i samo ako

za proizvo	no ε > 0 postoji podela P , takva da za do�u i gor�u Darbuovu sumu

va�i G(P, f)−D(P, f) < ε.

I Integrabilnost funkcije f(x) podrazumeva da va�i formula (1), to jest da za
proizvo	no mali broj ε > 0, postoji broj δ > 0, takav da je∣∣∣ n∑

k=1

f(ξk)∆xk −
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ < ε

2
,

za proizvo	nu podelu P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b] za koju je ∥P∥ < δ, gde
je ∥P∥ = max

16k6n
∆xk, i ξk proizvo	na taqka iz segmenta [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n).

Prethodna nejednakost ekvivalentna je dvostrukoj nejednakosti

−ε

2
+

∫ b

a
f(x) dx <

n∑
k=1

f(ξk)∆xk <

∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
.
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Me�utim, kako je mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x) 6 f(ξk) 6 Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x), pri datoj

podeli ovo je ispu�eno i za do�u i gor�u Darbuovu sumu, pa dobijamo

−ε

2
+

∫ b

a
f(x) dx 6 D(P, f) 6

n∑
k=1

f(ξk)∆xk 6 G(P, f) 6
∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
. (2)

Iz (2), nalazimo

G(P, f)−D(P, f) = G(P, f)−
∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
f(x) dx−D(P, f) < ε.

Obratno, ako je G(P, f)−D(P, f) < ε, tada iz D(P, f) 6 I∗ 6 I∗ 6 G(P, f) sledi
I∗−I∗ < ε, odnosno, s obzirom da je ε > 0 proizvo	an broj, do�i i gor�i Darbuov
integral su jednaki, I∗ = I∗, i oznaqimo ih sa I. Znaqi, D(P, f) 6 I 6 G(P, f), i,
uzimaju�i u obzir (2), zak	uqujemo∣∣∣ n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I
∣∣∣ < ε,

xto znaqi da postoji graniqna vrednost integralne sume za proizvo	nu podelu

P segmenta [a, b], odnosno da je funkcija f(x) integrabilna. J

Uslov postoja�a odre�enog integrala dat u prethodoj teoremi mo�e biti pred-

stav	en u slede�em obliku.

Teorema 1.2 Funkcija f(x) je integrabilna na segmentu [a, b] ako i samo ako

za proizvo	no male brojeve ε > 0 i σ > 0, postoji podela P , takva da je zbir

du�ina podsegmenata [xk−1, xk] na kojima je Mk −mk > ε ma�i od σ.

I Neka je funkcija f(x) integrabilna. Tada za ε > 0 i σ > 0 postoji podela

P , takva da je
n∑

k=1

(Mk − mk)∆xk < εσ. Ukoliko je
∑
k′
(Mk′ − mk′)∆xk′ deo sume

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk po indeksima za koje je Mk −mk > ε, nalazimo

εσ >
n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk >
∑
k′

(Mk′ −mk′)∆xk′ > ε
∑
k′

∆xk′ ⇒
∑
k′

∆xk′ < σ.

Obratno, pretpostavimo da je
∑
k′

∆xk′ < σ. Ukoliko sa
∑
k′′
(Mk′′ − mk′′)∆xk′′

oznaqimo deo sume
n∑

k=1

(Mk−mk)∆xk po indeksima za koje jeMk−mk < ε, dobijamo

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk =
∑
k′

(Mk′ −mk′)∆xk′ +
∑
k′′

(Mk′′ −mk′′)∆xk′′ < ωσ + ε(b− a),
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gde je ω = M −m, za m = inf
x∈[a,b]

f(x) i M = sup
x∈[a,b]

f(x), xto znaqi da je funkcija

f(x) integrabilna. J

2 Izraqunava�e odre�enog integrala

Znaju�i da je neka funkcija integrabilna, �en integral mo�emo izraqunati

neposredno, na osnovu definicije, koriste�i integralnu sumu. Naime, podelimo

segment [a, b] na n jednakih delova, stav	aju�i h =
b− a

n
. Mo�emo uzeti da je

ξk kraj�e desna taqka podsegmenta [xk−1, xk], za koji je ∆xk = h (k = 1, 2, . . . , n),

integralna suma
n∑

k=1

f(ξk)∆xk postaje h
n∑

k=1

f(xk). S obzirom da za integrabilnu

funkciju, nezavisno od naqina podele i izbora taqaka u podsegmentima, inte-

gralna suma te�i jednom istom broju, integralu, tako �e i za ovu integralnu

sumu va�iti

lim
h→0

h

n∑
k=1

f(xk) = lim
n→∞

b− a

n

n∑
k=1

f(xk) =

∫ b

a
f(x) dx.

Primer 2.1 Funkcija sinx je neprekidna za svako x ∈ R, pa je neprekidna i na segmentu
[0, π], i na svim �egovim podsegmentima [xk−1, xk], na koje ga, na proiozvo	an naqin,
delimo. Podelimo ga na n jednakih delova, oznaqavaju�i h = ∆xk = π/n. U skladu s tim,
prime�uju�i Kantorovu teoremu, zak	uqujemo da, za proizvo	no mali pozitivan broj ε,

postoji dovo	no fina podela, takva da je Mk − mk <
ε

π
, pa je je

n∑
k=1

(Mk − mk)∆xk < ε,

to jest funkcija sinx je integrabilna na ovom segmentu. Za taqke ξk odaberimo krajeve
podsegmenata [xk−1, xk], dakle ξk = xk = kπ

n (k = 1, 2, . . . , n), i obrazujemo integralnu sumu

n∑
k=1

sin
kπ

n
·∆xk =

π

n

n∑
k=1

sin
kπ

n
.

Koriste�i adicionu formulu kojom se proizvod pretvara u razliku, nalazimo

sin
kπ

n
=

1

2 sin π
2n

(
cos(2k − 1)

π

2n
− cos(2k + 1)

π

2n

)
.

Na taj naqin, dobijamo

π

n

n∑
k=1

sin
kπ

n
=

π
n

2 sin π
2n

(
cos

π

2n
− cos(2n+ 1)

π

2n

)
=

π
n

sin π
2n

cos
π

2n
.

Odavde je ∫ π

0

sinx dx = lim
n→∞

π

n

n∑
k=1

sin
kπ

n
= 2 lim

n→∞

π
2n

sin π
2n

cos
π

2n
= 2.
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Teorema 2.1 Ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b] i postoji

diferencijabilna funkcija F (x) na [a, b], takva da je F ′(x) = f(x), tada va�i

�utn-Lajbnicova formula∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣b
a
= F (b)− F (a).

I Neka je P = {x0, x1, . . . , xn} proizvo	na podela segmenta [a, b]. Na osnovu La-

gran�ove teoreme o sred�oj vrednosti, na podsegmentu [xk−1, xk] postoji taqka ξk,
takva da je

F (xk)− F (xk−1) = F ′(ξk)(xk − xk−1). (3)

S obzirom da je F ′(x) = f(x), imamo

F (b)− F (a) =
n∑

k=1

(F (xk)− F (xk−1)) =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk,

xto predstav	a inegralnu sumu funkcije f(x). Kako je funkcija f(x) integra-
bilna, graniqna vrednost ove sume, kada ∥P∥ → 0, ne zavisi od izbora taqaka ξk
iz podsegmenata [xk−1, xk], i mo�emo birati upravo one iz Lagran�ove formule

(3), pa sledi

lim
∥P∥→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk =

∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a),

odakle se neposredno dobija tra�ena formula. J

3 Osobine odre�enog integrala

1◦ Funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b], ograniqena je na tom seg-

mentu.

I Pretpostavimo suprotno, to jest da je funkcija f(x) integrabilna, ali da

je neograniqena. Iz qi�enice da postoji jedinstvena graniqna vrednost (1),

nezavisno od podele P segmenta [a, b] i izbora taqaka ξk iz segmenata [xk−1, xk]
(k = 1, 2, . . . , n), sledi da je skup svih integralnih suma ograniqen. Kako je

funkcija f(x) neograniqena, sigurno postoji neki segment [xm−1, xm] na kome je
ona neograniqena, tako da taqku ξm ∈ [xm−1, xm] mo�emo uvek izabrati tako da

sabirak f(ξm)∆xm bude ve�i od ma kakvog unapred zadatog velikog broja, pa �e

samim tim qitava integralna suma biti neograniqena. Me�utim, to nije mogu�e,

jer u skupu svih integralnih suma nema neograniqenih. J

Napomi�emo da je ograniqenost funkcije f(x) neophodan uslov da bi ona bila
integrabilna, ali nije svaka ograniqena funkcija integrabilna.
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Primer 3.1 Dirihleova funkcija D(x) =

{
1, x ∈ [a, b] ∩Q,
0, x ∈ [a, b] \Q,

ograniqena je na seg-

mentu [a, b], ali nije integrabilna. Naime, pri proizvo	noj podeli P segmenta [a, b],
gor�a Darbuova suma je b− a, a do�a je 0. To znaqi da je razlika gor�e i do�e Darbuove
sume uvek b − a, nezavisno od podele P segmenta [a, b] i izbora taqaka ξk iz segmenata
[xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n). Dakle, na osnovu Teoreme 1.1, Dirihleova funkcija nije inte-
grabilna.

2◦ Funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b], integrabilna je i na seg-

mentu [a1, b1] ⊂ [a, b].
I Neka je dat proizvo	an pozitivan broj ε. Kako je f(x) integrabilna funkcija
na segmentu [a, b], postoji podela P segmenta [a, b], takva da je G(P, f)−D(P, f) < ε.
Neka je P1 podela istog segmenta, koja uk	uquje taqke a1 i b1. Sa P ′

1 oznaqi�emo

podelu segmenta [a1, b1] koja je formirana od taqaka podele P1. Stoga sledi nejed-

nakost

G(P ′
1, f)−D(P ′

1, f) 6 G(P1, f)−D(P1, f), (4)

jer su D(P ′
1, f) i G(P ′

1, f) do�a i gor�a Darbuova suma funkcije f(x) na seg-

mentu [a1, b1], a D(P1, f) i G(P1, f) do�a i gor�a Darbuova suma funkcije f(x) na
segmentu [a, b], pa je suma D(P ′

1, f) sadr�ana u sumi D(P1, f), a suma G(P ′
1, f) u

sumi G(P1, f).
S druge strane, kako je P ⊂ P1, znamo da va�i

D(P, f) 6 D(P1, f) 6 G(P1, f) 6 G(P, f),

odakle je

G(P1, f)−D(P1, f) 6 G(P, f)−D(P, f) < ε.

Na osnovu (4), sledi G(P ′
1, f) − D(P ′

1, f) < ε, xto znaqi da je funkcija f(x)
integrabilna i na segmentu [a1, b1]. J

3◦ Neka je a < c < b. Tada, ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentima
[a, c] i [c, b], ona je intergrabilna na segmentu [a, b], pri qemu je∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

I Neka je ε proizvo	an pozitivan broj, dok su P1 i P2 redom podele segmenata

[a, c] i [c, b]. Tada je P = P1 ∪ P2 podela segmenta [a, b]. S obzirom da je funkcija

integrabilna na segmentima [a, c] i [c, b], podele P1 i P2 mo�emo izabrati tako da

je

G(P1, f)−D(P1, f) <
ε

2
, G(P2, f)−D(P2, f) <

ε

2
.

Oqigledno va�i

G(P, f)−D(P, f) = G(P1, f)−D(P1, f) +G(P2, f)−D(P2, f) < ε,
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pa zak	uqujemo da je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b].
Integralnu sumu u odnosu na podelu P mo�emo predstaviti u obliku zbira

integralnih suma u odnosu na podele P1 i P2∑
P

f(ξk)∆xk =
∑
P1

f(ξk)∆xk +
∑
P2

f(ξk)∆xk.

Prelaze�i na graniqnu vrednost leve strane kada ∥P∥ → 0, oqigledno ∥P1∥ → 0
i ∥P2∥ → 0, pa dobijamo∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx. J

4◦ Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na segmentu [a, b], tada je i

funkcija f(x) + g(x) integrabilna na segmentu [a, b] i∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

I Pri proizvo	noj podeli segmenta [a, b] i proizvo	nom izboru taqaka ξk iz

segmenata [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n), imamo

n∑
k=1

(f(ξk) + g(ξk))∆xk =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk +
n∑

k=1

g(ξk)∆xk.

S obzirom da su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na segmentu [a, b], postoje
graniqne vrednosti integralnih suma na desnoj strani kada ∥P∥ → 0. Zato po-

stoji i graniqna vrednost integralne sume na levoj strani kada ∥P∥ → 0, odakle
sledi tvr�e�e. J

5◦ Ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b] i c konstanta, tada
je i funkcija cf(x) integrabilna na segmentu [a, b] i∫ b

a
cf(x) dx = c

∫ b

a
f(x).

I Tvr�e�e neposredno sledi iz jednakosti∫ b

a
cf(x) dx = lim

∥P∥→0

n∑
k=1

cf(ξk)∆xk = c lim
∥P∥→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk = c

∫ b

a
f(x) dx. J

6◦ Ako su funkcije f(x) i g(x) definisane na segmentu [a, b], pri qemu je f(x)
integrabilna na [a, b], a g(x) se razlikuje od f(x) u konaqnom broju taqaka, tada

je i funkcija g(x) integrabilna na [a, b] i∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.
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I Funkcija u(x) = g(x) − f(x) je, osim u konaqnom broju taqaka t1, t2, . . . , tq, na
segmentu [a, b] jedanaka nuli. Neka je M = max{u(t1), u(t2), . . . , u(tq)}. Svaka od

taqaka t1, t2, . . . , tq mo�e biti i podeona, i, kao takva, poklapa se sa nekom od

taqaka ξk, znaqi da se mo�e na�i istovremeno u najvixe dva segmenta [xk−1, xk]
(k = 1, 2, . . . , n), pa je broj segmenata koji sadr�i ove taqke najvixe 2q. U ostalim

segmentima je u(x) = 0. Za proizvo	no mali broj ε > 0 i proizvo	nu podelu

P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b], za koju je ∥P∥ < δ =
ε

2qM
, i proizvo	an izbor

taqaka ξk iz segmenata [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n), imamo∣∣∣ n∑
k=1

u(ξk)∆xk

∣∣∣ 6 n∑
k=1

|u(ξk)|∆xk 6 2qM∥P∥ < 2qMδ = ε.

To znaqi da je funkcija u(x) integrabilna i da je

∫ b

a
u(x) dx = 0, odakle sledi

da je funkcija g(x) = u(x) + f(x) integrabilna na segmentu [a, b], i va�i∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
u(x) dx+

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx, J

Uoqimo da odre�eni integral funkcije na segmentu [a, b] postoji i onda kada

iz �ega izostavimo konaqan broj taqaka, a funkciji u �ima dodelimo vrednosti

na proizvo	an naqin, jer, na osnovu upravo dokazane osobine, integral ne zavisi

od vrednosti koje podintegralna funkcija uzima u tim taqkama.

7◦ Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b] i f(x) > 0, tada je∫ b

a
f(x) dx > 0.

I Kako je f(x) > 0, za proizvo	nu podelu P i proizvo	an izbor taqaka ξk iz seg-

menata [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n), sledi

n∑
k=1

f(ξk)∆xk > 0. Prelaskom na graniqnu

vrednost ∥P∥ → 0, dobija se tvr�e�e. J

8◦ Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na [a, b], pri qemu f(x) > g(x),
tada je ∫ b

a
f(x) dx >

∫ b

a
g(x) dx.

I Funkcija f(x) − g(x) je, na osnovu osobine 3◦, integrabilna na [a, b]. Kako je,
prema uslovu, f(x)− g(x) > 0, primenom osobine 6◦ dobijamo tvr�e�e. J

Na osnovu ovoga, ka�e se da odre�en integral poseduje osobinu monotonije.
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9◦ Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b], integrabilna je i funkcija

|f(x)|, pri qemu je ∣∣∣ ∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f(x)| dx.

I Neka su x′ i x′′ taqke iz podsegmenta [xk−1, xk], za k = 1, 2, . . . , n. Imamo

|f(x′′)| = |f(x′′)− f(x′) + f(x′)| 6 |f(x′′)− f(x′)|+ |f(x′)|

odnosno

|f(x′′)| − |f(x′)| 6 |f(x′′)− f(x′)| 6 Mk −mk,

gde su Mk i mk supremum, odnosno infimum funkcije f(x) na [xk−1, xk]. Neka su
M∗

k i m∗
k supremum, odnosno infimum funkcije |f(x)| na segmentu [xk−1, xk]. Kako

nejednakost |f(x′′)|−|f(x′)| 6 Mk−mk va�i za proizvo	ne taqke x
′, x′′ ∈ [xk−1, xk],

sledi

M∗
k −m∗

k 6 Mk −mk.

Stoga, za proizvo	no ε > 0 postoji δ > 0, takav da je za podelu P = {x0, x1, . . . , xn}
segmenta [a, b], za koju je ∥P∥ < δ, va�i

n∑
k=1

(M∗
k −m∗

k)∆xk 6
n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk < ε,

xto znaqi da je funkcija |f(x)| integrabilna. Na osnovu osobine monotonije kod
odre�enog integrala, dobijamo

−|f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)| dx ⇒ −
∫ b

a
|f(x)| dx 6

∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
|f(x)| dx. J

10◦ Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b], tada je i funkcija f2(x)
integrabilna na tom segmentu.

I Kao integrabilna, funkcija f(x) je ograniqena na [a, b], pa postojiM , pri qemu

je |f(x)| 6 M . S obzirom da je f2(x′′) − f2(x′) = (f(x′′) − f(x′))(f(x′′) + f(x′)) za
bilo koje dve taqke x′ i x′′ iz [a, b], a znaju�i da je |f(x′′)+f(x′)| 6 |f(x′′)|+ |f(x′)|,
dobijamo

f2(x′′)− f2(x′) 6 |f2(x′′)− f2(x′)| 6 2M |f(x′′)− f(x′)|. (5)

Neka je P = {x0, x1, . . . , xn} podela segmenta [a, b]. Oznaqimo sa M∗
k i m∗

k

supremum, odnosno infimum funkcije f2(x) na podsegmentu [xk−1, xk], k = 1, . . . , n.
Kako je |f(x′′)− f(x′)| 6 Mk −mk, za bilo koje dve taqke x′ i x′′ iz [xk−1, xk], gde
su Mk i mk supremum, odnosno infimum funkcije f(x) na [xk−1, xk], na osnovu (5)
imamo f2(x′′)− f2(x′) 6 2M(Mk −mk), a samim tim je i M∗

k −m∗
k 6 2M(Mk −mk).
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Kako je funkcije f(x) integrabilna, za proizvo	no ε > 0 postoji takvo δ > 0,

da je

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk = G(P, f) −D(P, f) < ε/2M , za podelu P koju je ∥P∥ < δ,

pa zak	uqujemo da je

G(P, f2)−D(P, f2) =

n∑
k=1

(M∗
k −m∗

k)∆xk 6 2M

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk < 2M · ε

2M
= ε,

odakle sledi integrabilnost funkcije f2(x). J

Me�utim, integrabilnost funkcije f2(x) posledica je opxtije osobine.
11◦ Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b], pri qemu je m 6 f(x) 6 M ,

i funkcija g(y) neprekidna na [m,M ]. Tada je funkcija h(x) = g(f(x)) integra-
bilna na [a, b].
I Neka su ε > 0 i σ > 0 proizvo	no mali brojevi. Na osnovu Kantorove teoreme,
postoji η > 0, takav da je |g(y) − g(z)| < ε, ukoliko je |y − z| < η za y, z ∈ [m,M ].
Kako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b], za σ i η postoji δ > 0, takav da za
podelu P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b], za koju je ∥P∥ < δ, va�i

G(P, f)−D(P, f) < ησ ⇔
n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk < ησ, (6)

gde su Mk i mk redom, supremum, odnosno infimum funkcije f(x) na podsegmentu
[xk−1, xk]. Neka suM∗

k im∗
k supremum, odnosno infimum funkcije g(y) na [mk,Mk]

za k = 1, 2, . . . , n. Svrstajmo brojeve 1, 2, . . . , n u podskupove A i B, tako da k ∈ A,
ako jeMk−mk < η i k ∈ B, ako jeMk−mk > η. U prvom sluqaju slediM∗

k−m∗
k < ε,

a u drugom imamo procenu M∗
k −m∗

k 6 2K, gde je K = sup
m6y6M

|g(y)|. Iz (6) sledi

ησ >
∑
k∈B

(Mk −mk)∆xk >
∑
k∈B

η∆xk ⇒
∑
k∈B

∆xk < σ.

Dakle, za prizvo	no male pozitivne brojeve ε i σ, razlika gor�e i do�e Darbuove
sume funkcije h(x) = g(f(x)), postoji dovo	no fina podela P segmenta [a, b],
takva da je

G(P, h)−D(P, h) =
∑
k∈A

(M∗
k −m∗

k)∆xk +
∑
k∈B

(M∗
k −m∗

k)∆xk < ε (b− a) + 2Kσ,

xto znaqi da je funkcija h(x) integrabilna na [a, b]. J

Dakle, uzimaju�i g(x) = x2, iz integrabilnosti funkcije f(x), sledi integra-
bilnost funkcije f2(x). Napomi�emo da ako se uslov neprekidnosti za funkciju
g(y) zameni uslovom integrabilnosti, ova osobina prestaje da va�i.
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Primer 3.2 Za funkciju g(y) definisanu sa g(0) = 0 i g(y) = 1 za y ̸= 0 i Rimanovu
funkciju f(x) iz Primera 4.1, imamo g(f(x)) = 0 kada je x iracionalan broj i g(f(x)) = 1
kada je x racionalan broj. Obe funkcije g i f integrabilne su, dok funkcija g(f(x)), na
osnovu Primera 3.1, nije integrbilna.

12◦ Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na [a, b], tada je integrabilan
i �ihov proizvod f(x)g(x) na [a, b].
I Kako je

4f(x)g(x) = (f(x) + g(x))2 − (f(x)− g(x))2,

tvr�e�e neposredno sledi primenom osobina o integrabilnosti zbira, razlike i

kvadrata integrabilnih funkcija. J

13◦ Teorema o sred�oj vrednosti. Neka su funkcije f(x) i g(x) integra-
bilne na [a, b], pri qemu je m 6 f(x) 6 M i g(x) > 0. Tada postoji broj µ ∈ [m,M ],

takav da je

∫ b

a
f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx.

I Kako je m 6 f(x) 6 M i g(x) > 0, imamo

mg(x) 6 f(x)g(x) 6 Mg(x).

Iz integrabilnosti funkcija f(x) i g(x) proizilazi integrabilnost �ihovog

proizvoda, pa iz prethodne dvostruke nejednakosti, na osnovu osobine 7◦, sledi

m

∫ b

a
g(x)dx 6

∫ b

a
f(x)g(x)dx 6 M

∫ b

a
g(x)dx.

Ukoliko je

∫ b

a
g(x) = 0, dobija se

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0, pa formula va�i za svaki

µ. Za

∫ b

a
g(x) > 0, nalazimo

m 6

b∫
a
f(x)g(x)dx

b∫
a
g(x)dx

6 M ⇒ µ =

b∫
a
f(x)g(x)dx

b∫
a
g(x)dx

. J

4 Klase integrabilnih funkcija

Teorema 4.1 Funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b], integrabilna je na

tom segmentu.
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I S obzirom da je f(x) neprekidna na segmentu [a, b], na osnovu Kantorove teoreme,

za proizvo	no ε > 0 postoji δ > 0, takvo da je |f(x) − f(t)| < ε

b− a
kad god je

|x−t| < δ. Izaberimo sada podelu P , takvu da je ∥P∥ < δ. Tada jeMk−mk <
ε

b− a
(k = 1, 2, . . . , n). Sledi,

G(P, f)−D(P, f) =

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk <
ε

b− a
(b− a) = ε,

xto znaqi da je f(x) integrabilna funkcija. J

Posledica 4.1 Neka je funkcija f(x) neprekidna na [a, b]. Tada postoji taqka

ξ ∈ [a, b], takva da je

∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).

I Prema prethodnoj teoremi, funkcija f(x) je integrabilna, a za g(x) = 1, iz
Teoreme o sred�oj vrednosti, sledi∫ b

a
f(x)dx = µ(b− a).

Na osnovu Vajerxtrasove teoreme neprekidna funkcija f(x) dosti�e na segmntu
[a, b] najma�u i najve�u vrednost. Neka je m = inf

a6x6b
{f(x)} i M = sup

a6x6b
{f(x)}.

Kao neprekidna, funkcija f(x) uzima sve vrednosti izme�u m i M . Me�utim,

kako je m 6 µ 6 M , to postoji ξ ∈ [a, b], takvo da je µ = f(ξ). J

Teorema 4.2 Monotona i ograniqena funkcija f(x) na [a, b], integrabilna je na
[a, b].

I Pretpostavimo da je f(x) monotono rastu�a funkcija. Neka je dato ε > 0 i

stavimo δ =
ε

ω
, gde je ω = f(b)− f(a). Izaberimo podelu P = {x0, x1, . . . , xn}, tako

da je ∥P∥ < δ. Tada je ∆xk < δ, Mk = f(xk), mk = f(xk−1) i dobijamo

G(P, f)−D(P, f) =
n∑

k=1

(Mk −mk)∆xk < δ
n∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1)) = δω = ε,

to jest G(P, f) − D(P, f) < ε, xto znaqi da je funkcija f(x) integrabilna. U

sluqaju monotono opadaju�e funkcije, dokaz je sliqan. J

Teorema 4.3 Funkcija f(x) ograniqena na segmentu [a, b] koja ima konaqan broj

taqaka prekida prve vrste, integrabilna je.
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I Razmotrimo najpre sluqaj kada funkcija f(x) ima jedinstvenu taqku preki-

da, pri qemu je ona u jednom od krajeva segmenta [a, b]. Ako je m = inf
x∈[a,b]

f(x)

i M = sup
x∈[a,b]

f(x), oznaqimo ω = M − m. Izaberimo taqku x1 ∈ (a, b), tako da

x1 − a < ε/2ω, gde je ε proizvo	an pozitivan broj.

Funkcija f(x) je neprekidna na segmentu [x1, b], pa je na �emu integrabilna.

To znaqi da postoji podela P1 = {x1, x2, . . . , xn} segmenta [x1, b], takva da je

n∑
k=2

(Mk −mk)∆xk <
ε

2
.

Neka P = {x0, x1, . . . , xn} (x0 = a) podela segmenta [a, b]. Kako je M1 −m1 < ω,
funkcija f(x) je integrabilna, jer je

n∑
k=1

(Mk −mk)∆xk = (M1 −m1)∆x1 +

n∑
k=2

(Mk −mk)∆xk

= (M1 −m1)(x1 − a) +
n∑

k=2

(Mk −mk)∆xk < ω
ε

2ω
+

ε

2
= ε.

Posmatrajmo sada opxti sluqaj. Neka se taqke prekida ξ1 < ξ2 < · · · < ξp
funkcije f(x) nalaze u intervalu (a, b). Izaberimo taqke η1, η2, . . . , ηp+1, tako da

va�i a < η1 < ξ1 < η2 < ξ2 < · · · < ηp < ξp < ηp+1 < b. Na svakom od segmenata

[a, η1], [η1, ξ1], [ξ1, η2], . . . , [ξp, ηp+1], [ηp+1, b] funkcija f(x) ima najvixe jednu taqke
prekida i zato je, na osnovu prvog dela dokaza, na svakom od �ih integrabilna, a

samim tim integrabilna je na qitavom segmentu [a, b]. J

Me�utim, funkcija mo�e biti integrabilna, iako skup taqaka prekida nije

konaqan.

Primer 4.1 Ranije smo, u Primeru ??, razmatrali neprekidnost Rimanove funkcije
na segmentu [0, 1],

R(x) =


1

q
, x =

p

q
∈ [0, 1], p ∈ Z, q ∈ N

0, x ∈ [0, 1] \Q
i pokazali da ona ima prekid u svim racionalnim taqkama, dakle, skup taqaka prekida
je prebrojiv.

Za proizvo	no mali ε > 0 odre�ujemo prirodan broj N , tako da je
1

N
<

ε

2
, zatim broj

δ, takav da je 0 < δ <
ε

2N2
. Neka je P = {x0, x1, . . . , xn} podela segmenta [0, 1] za koju je

∥P∥ < δ, gde je ∥P∥ = max
16k6n

∆xk. S obzirom na to da, pri svakoj podeli P , u bilo kom

podsegmentu [xk−1, xk] ima iracionalnih brojeva, uoqavamo da je mk = inf
x∈[xk−1,xk]

R(x) = 0,

pa je do�a Darbuova suma jednaka nuli! Stoga posmatramo samo gor�u Darbuovu sumu.
Sve podsegmente [xk−1, xk] raspore�ujemo u dve klase.
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(a) U prvoj klasi su podsegmenti koji sadr�e racionalne brojeve
p

q
za qije imenioce

va�i 1 < q 6 N , dakle, za svaki q, najvixe je q − 1 takvih brojeva, pa ih ukupno ne
mo�e biti vixe od 1 + 2 + · · · + N − 1 = 1

2 (N − 1)N < N2, samim tim maksimalan broj

podsegmenata nije ve�i od N2. Pritom 1 >
1

q
> 1

N
, pa je Mk = sup

x∈[xk−1,xk]

R(x) 6 1.

(b) U drugoj klasi su podsegmenti koji sadr�e brojeve
p

q
sa imeniocima q > N , pa je

1

q
<

1

N
. Tada je Mk 6 1

N
.

Gor�u Darbuovu sumu
n∑

k=1

Mk∆xk, predstav	amo kao dva zbira, prema tome kojoj klasi

pripadaju podsegmenti, i kao rezultat dobijamo

n∑
k=1

Mk∆xk =
∑
q6N

Mk∆xk +
∑
q>N

Mk∆xk < N2δ +
1

N
<

ε

2
+

ε

2
= ε,

xto znaqi da je Rimanova funkcija integrabilna na [0, 1], pri qemu je

∫ 1

0

R(x) dx = 0.


