1 Opxpebenn mHTErpaJs ¢ IpoMeHbUBUM TPaHUIIAMAa

[Mokaszanm cmo ja je marerpabunna dbynknujy f(z) ma cermenty |[a,b], narerpabuina
1 HAa CBAKOM IHErOBOM IOJICEIMEHTY. 3HA4W, 33 Ta4uky * € [a,b] dyuknmja je unrerpa-
Ouiina Ha cermeHTy [a,x]. Y Be3u ¢ TuM je u cieaeha

Teopema 1.1 Hexa je pynruuja f(x) unmeepabusna na cezmenmy [a,b] u

Fz) = / £(2) dt.

Tada je Pynxyuja F(x) nenpexuona wna [a,b]. Axo je dynxyuja f(x) nenpexuona na
ceamenmy |a, bl, mada je pynruuja F(x) dugepenyujabusna ne cezmenmy [a, b u eascu

Fl(x) = f(x).

» Kako je dynkuuja f(x) unrerpabuina na cermenty [a, b], ona je orpanudena, na
nocroju 6poj M > 0, takas ga je |f(x)| < M, a < x < b, u Ty NPOU3BOJbHA TAYKA U3
[a,b]. Tana, 3a a < zp < z < b, umamo

xr €T
F(@)~ Flao) = | [ s@)at[ < [ 17(0]dt < M@ - a0) < Mo~ o],
o o
Ba npoussomuo € > 0 je |F(x) — F(xo)| < € xax rox je |v — zo| < ¢/M, unme je

JloKazaHa HenpekuaHocT Gynkuuje F () y npousBosbHOj Tauku o € [a, b].
Oynknuja F(x) je mudepennujabuina, ako MOCTOJU MPAHAYHA BPETHOCT

lim Flz) = Flwo) = lim ! /x f(t)dt.

T—TQ Xr — 1’0 T—x0 T — ,CCO

o

Ha ocnosy menpekumnoctu dpyukmmje f(z) u Teopeme o cpenmoj BpeanocTn 3a oapehene
unrerpase, nocroju 6poj £ € (xo,x), Takas Ja je uHTErpas HA JECHO] CTPAHM e IHAK
f(&), ma je
F(z) — F(x

lim L@ = F@o) £(O).

Tr—T0 xTr — (1’,‘0 T—T0
Kako je dynkumja f(x) menpekupna, u & — T Kajga T — Tg, FPAHUYHA BPEJHOCT
u3pasa Ha JECHO] cTpanm jennaka je f(zg), ma mocToju TpaHUIHA BPEIHOCT U3pas3a Ha
7eBoj crpanu u jeanaka je f(xo). Ha Taj mauwmn, mobuja ce

Fl(ao) = tim 2O =FE0) _ y pey = tim (e) = f(ao).

T—T0 T — 20 r—x0 E—xo

Ba ¢yukmmjy f(x) mHenpekuany Ha cermMenty [a, b] yBek mocroju mudepennmjaduina,
€T
dbynkumja F(z) = / f(t)dt, raksa na je F'(x) = f(x), na Fbyru-Jlajoaunosa dop-
a
MyJIa YBEK BaKu 33 Henpekujne (pyHKIHje, jep Cy OHe mHTerpabusiHe.



1.1 IIpubam>kHO M3padyHaBame MHTErpaja

C ob3upom Ha TO Jia ce m3padyHaBame oJipeheHnX MHTerpaja CBoju Ha ojnpehuBame
npumuTuBHE (DYHKIN]E, TOCTAB/HA CE MUTAMHE KAKO JIa MOCTYIIUMO Yy Cay4ajy (yHKImje
Yrja NPpUMUTHABHA (DYHKIMjA CE HE MOXKE M3PA3UTH Y KOHAYHOM OOJIMKY, HA IITa CMO
paHmje yKa3aJu MPUIIMKOM PeraBamba Heojipehennx narerpasia. CreneHu peOBU y TOM
orJie Ly Urpajy 3uHadajuy ysory. Hapemma teopema mam omoryhyje jga nmpubJImKHO, C
yHampes oapeherom tagnomrhy, m3padyHamMo mHTErpaJ (pyHKIHje YUjy TPUMHATHBHY
dbyukumjy nuje moryhe nahu y konaynom obsmky. Y ToM nmiby, MYHKIH]Y je 3aMemy-
jEMO CTEEHUM PEJIOM.

o
Teopema 1.2 Cmenenu ped g arz® moorce ce UHMELPAAUMAY YAGH N0 YAAH Y CEOM

k=0
unmepsany konwsepeenyuje. JIpyeum pewuma, 3a [a,b] C (=R, R), 20e je R noaynpe-

YHUK KOHBPE2EHUUJE, B8AHCU

a
/a Zakx dr = Z/a arx kde = /ci—lljl(bkﬂ _ ak+1)-

k=0
o0
» Jlako ce mokasyje ma oba pexa k: + 7% 1 pmajy mern mosynpeannk
k=0

o

kouseprennumje. Crenenu peg » apxk ;Le(bHHHme nenpekuany byunknujy f(z), na je
k=0

oHa wHTErpabmIHaA, HA OCHOBY Teopeme 0 mHTErpabMJIHOCTH (DYHKIMjEe HA CETMEHTY, a

u3 wenpekugaoctu dyukmuje f(x), npema Teopemu 1.1, ciemn nudepennujabuaaoct
T

dbynkuuje F(x) = / f(t)dt ma [a,b], npn wemy je F'(z) = f(z). amemyjyhn nomun-
a

rerpasny dbyukmujy f(t) crenenum pemom Koju je jgedunuiie, 106ujamo

F'(z) = (/:iaktkdt)/ zéakxk = f(x).

k=0

Crenenn peji, ce MOXKe AU(EpPEeHINpATHA YJIAH 110 WIAH, TAKO JIa HAJA3UMO

(kio;)/j aktk dt)l = ki; (/:" aktk dt)/ = ki;ak:ck.

OyHKIIHje KOje MMaMjy HUCTH H3BOJI PA3JUKYjy Ce, eBEeHTYAJHO, CaMO 33 KOHCTAHTY.

3naum,
k Tk * _Oo ak k+1 k+1
/a kzoakt dt = Z/a aptfdt + C < /a f(t)dt—kzok+1(:z —adth) +C.

dbyuknuja F(x) menpekuaua je y tauku = a u F(a) = 0. Pex ua mecnoj crpanu
pedunne venpekuany Gysknyjy ¢(r), a meHa BPEJIHOCT y TadykKW T = a Takohe je
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jemnaka mynm, omakise je C' = 0. @yukmuje F(x) u g(x) mempekugne cy y U Tauku
x = b, a omaTae onMax cienn TBpheme Teopemve. «

Jlakie, BpeTHOCT MATETPAJIA, TIOCJIE 3aMeHe TOIHHTerpasine (PYHKITHje CTETIEHUM pe-
JoMm, j1obuja ce y 0buky OpOjeBHOT pejia, 9ujy CyMy MOXKEMO M3PAIyHATH TPUOJIMAKHO
C YHAIIpes 33/1aTOM I'pemKoM, y3uMajyhu konadan 6poj cabupaxa.

1/2
IIpumep 1.1 Unrerpan / e~ dx ce ne mowxe M3PAYYHATH ¥ KOHAYHOM OOJIUKY, jep ce
0

npuMuTHBHA DYHKIMja ToauHTerpaine dyHKIHje e ¥ He Moyke Halll ¥ KOHAYHOM ODJIMKY.
. — 2 . .

Oyukiujy e~ * 3aMemyjeMo MaK/JIOpPEHOBUM CTEIIEHUM PEJIOM, IPUMEIYjeMO MPETXOIHY Teo-

peMmy u 106mjaMo

12 1/2 °° yrz2n > (—1)” 1/2 s (—1)n
e~ dr = -~ <  dxr= 2nd = .
/0 r= / r=) /0 v nz::o ! (2n + 1) 227+

n=0

CE2

Ja 6ucmo matu wHTErpas mapadyHasgu ¢ tadnorthy mo 0,0001, KOPUCTUMO YMEBEHWITY 1A je
aTICOJIYTHA BPEITHOCT OCTATKA, Marha O MMPBOT 3aHEMAPEHOT TIaHa

1
R, _ < 0,0001.
Bl < G DT 132005 <

Tako Hajaa3uMo ga je n = 3, WTO 3Ha4YW Ja napuujansaa cyma Ss = 0,461272 pena Ha JeCHO]
CTpaH! J1aje MpUOMMIKHY BpegHOCT Koja oxcryna mame o 0,0001 ox Tadyne BpeaHOCTH WHTE-
rpaja koja uznocu 0,461281.

IIpumep 1.2 Ha cimuan HAMMH KAO W NPETXOJHOM MPUMEPY MOXKE CE U3PATyHATH HHTErPast

1

sin . .

/ - dx caMo MPUOINAKHO, C YHAIPE 3aXTEBAHOM I'PEIIKOM, jep ce IPUMUTHUBHA (DYHKIIHja
0

noguHTerpasnne pyHKIHje He MOKe Hahn y KoHAadIHOM o0suky. M3pauynahemo Ha oBaj HadIWH
nmatu wHTerpasn ¢ tavnorihy no 0,0001. 3amemyjyhn dynxumjy sinx MakaopeHoBuM pemom,
NMaMO

smx R N G § LY P (-=1)"
/ /Z 2+ 1)! x;@n—i—l)!/o v dx’;(2n+1)(2n+1)!'

Hame je

1
R,| < < 0,0001.
| Rl (2n + 3)(2n + 3)! ’
Hanasumo n = 2, a 1o 3Haum ma 3Haum 73 mapiwjaiHa cyma So = 0,946111 pema ma JdecHO]
CTpaHu Jaje TpubINKHY BpPeTHOCT Koja oicTyna Mmame orn 0,0001 om Taune BpemHOCTH WHTE-
rpaJia koja m3uocu 0,946083. Youumo 1a je

2 k
SlIl I
= 0,0000280407.
/0 kz 2k + 1 2k + 1! ’
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2 Omnmortm Metoau m3padyHaBama opelheHor mHTErpasa

Jesan By n3pavdynasama ojpeheHor nHTerpaJia 3aCHUBA, Ce Ha, HAJIAKehy TPUMUTUBHE
dyukmuje. pyru Bua 3acHHBA Ce HA pa3Bojy (DYHKIHjEe y CTEIMEHH pPeJi, YKOJIUKO He
mocToju npumMuTHBHA MYHKIMja y KOHAYHOM 00smky. Hajinpe pazmarpamo JiBa ormrra
Merona. [IpBu je meTon mapuujajiHe mHTErpauje.

Teopema 2.1 Hexa cy pynruyuje u(z) u v(x) unmeepabuane na ceemenmy [a,b]. Tada

Jje
b b
— / vdu.
a a

» Uz d(uv) = v/ (z)v(x) de + u(z)v'(x) de cnean

/a v = u(z)v(z)

/ab(U(x)v(x))’dx = /ab U (x)o(z) dz + /abu(x)v/(x) dz,

OJIaKJIE Ce HEIIOCPEeIHO J00mja TpaxKeHa (popMysa 3a m3padyHaBaibe oapehenor mmre-
rpaJjia MeTOJIOM TAapIWjaJiHe WHTEerpaluje. <«

IIpumep 2.1 3a uspauyHnasame HeoapeljeHOT MHTETpAIa S, = / sin” x dx, W3BeM CMO PEKYP3UBHY
e n—1 . .
penarujy S, = ——sin" ! z cosx + —— S,,_» mpuMerOM napujatHe uaTErpanuje. OBy hop-
n n

m/2
MYJIy KOPUCTHMO Ja OMCMO M3padyHaau oapehen uurerpan S, = / sin™ z dx. Tako manas-
0

MO P
g 1 T2 p—1 ~1
S, = / sin"xdr = —=sin" ! zcosz + n Sp_o = i Sh_2.
0 n 0
. i .
Kako je Sy = 5 I S1 =1, aobujamo
2n-1N =« (2n)!!
Sop=—-"—-—, Sopr1=-——"—. 1
? o)l 27 T on (1)

Oppehern waTErpaI CE YECTO JIAKINE N3PAIyHABA METOA0M CMEHE.

Teopema 2.2 Axo je dynxyuja f(x) unmezpabusna na [a,b], a dynxyuja v = o(t)
obocmpano jednosnauno npecaukasa (o, 8] na [a,b] u uma unmezpabusan uzeod Ha
[, B8], mada je pynxyuja f(p(t))¢'(t) unmeepabuina na (o, ] u npumom je

b ©™(b)
/ f(z)de = / F((t)!(8) dt.
a v~ 1(a)
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» Kako je f(x) unrerpabuina ma [a,b], oHa je orpanmuena, ma mocroju 6poj K,
taxas ga je |f(z)| < K. C ob6supom sa p(t) obocrpano jeaHo3nauHo npecjaukasa [, (]
Ha [a,b], ona je mempekmmma m crporo moHoroHa |« (8]. Heka je ¢/(t) > 0. Ilomesm
P = {x¢,z1,...,2,} cermenta [a,b] omrosapa mogena T = {to,t1,...,t,} cermenra
[, B] m obpaTHO, pu uemy je xi = p(tx) u { = (7). (kK =0,1,...,n). Ha ocnoBy
Jlarpanxose teopeme, xp — Tr—1 = @ () (tx — tp—1), 3a meko O € (tg_1,tx). VsBOnM
¢'(t) je maTerpabmia, Ima je orpaHmYeH u mocToju 6poj L, takas ma je 0 < ¢'(t) < L
3a t € [, 5], Tako ma je Az < LAt;. Ha ocnosy Tora, 3a cako € > 0 mocroju § > 0 n
npousBosbHa mogena T = {tg,t1,...,t,} cermenta [a, (], Taksa na je ||T'|| < §/L, upu
gemy je ||P|| < d 3a onrosapajyhy nopeny P = {xo,21,..., 2y} cermenra [a, b], Tako na
MCTOBPEMEHO BaKU

b n n
5 £
/a fla)de =" f(&)Axy| < 3 > (M, — my) Aty < K (2)
k=1 k=1
rae cmo ozHaumim my = inf  @'(t) m My =  sup  ¢/(t). C apyre crpane, 360r

t€[th—1,tk] te[tp—_1,tk]
&k = p(71), mmamo

n

D&)Az =) fle(m)e (o) Aty = Y f(@(T)) (¢ (k) — ¢ (7)) At
k=1

k=1 k=1

OsHaunmo cymy Ha JIeCHOj cTpanu nperxojane jennakocru ca S. Kako je [f(z)| < K n
| (0k) — @' (11)| < My — my, Ba ocrOBY (2), HATAZEMO

S| < KZ ‘90,(‘916) - 90,(7'19)‘ Aty < KZ(Mk —my) Aty < K - 5K o
k=1 k=1

Ha rtaj mauunm, mobujamo

n

b
[ f@yae =3 f@)an
a k

=1

<

b n
[ t@ds =3 et man
a k=1

n n
3 £
A - ! At - — = E.
+ 1> F&) A =Y f(o(mi)¢ () Aty | < St5=¢c <
k=1 k=1
In2
IIpumep 2.2 Jla 6ucmo n3padyHAIn HHTETPAJ Ve —1dx, yBOIMMO HOBY LPOMEHJbU-

0
By t = ve* — 1, 3akojy jet =0kagajex = 0ut=1«xkana je x = In2, Hanasumo aa je
2t
x = ¢(t) = In(1 + t?) menpexuana Gynkmuja wa [0, 1], anju usson ¢’ (t) = e > 0 je Takolje
HenpekuaHa (DYHKIEja, Ta je Kao rakas maTerpabmnan #a [0, 1]. Ha Taj mauwn je

In2 1

I 4—7
1+¢2 '

)dt =(t— arctgt)‘o ==

1gp2 !
Vet —Tde= | -2 _dr=2 (1—
0 ‘ v /0 1+1t2 /0



npumene oapehenor waTErpaJIa 6

3 IIpumene oapehenor mHTErpasa

Y reomerpujckoM cMHuCILy, ojipehenn mHTerpas npejicrasiba NOBpIHIMHY DUTYPe y PABHI
orpannuene dyukmujom f(zr) u npaBama x = a, * = b u y = 0. Vspauynasame
moBpImHE TakBe purype je u 6uo moTus 3a gedununujy oapehenor narerpasa. [loper
TOra, OH HAJIA3W MPUMEHY y U3PAIyHABAIY 3alpEeMUHE Teja W JyKUHE JyKa KPUBUX
y paBau u upocropy. Takohe urpa 3mauajHy ysory y MCHUTHBAMY KOHBEPIrEHIMjE U
HAJIAXKEhy CyMe PeJIOBa.

3.1 IloBpmmHa paBHe durype

Hexa je memerarmsma dymxmmja f(z) wmrerpa-

6uina ma cermenty [a,b]. Taja unrerpanna cyma y=F(z)

n 75777 ".':V,/ij %
> I 9

k=1 %,

0 a 51 1‘, 52 IZ xﬂ-/&n 5 z

[IPEJICTaB/bA, OBPIIUHY cTerneHacre gurype.
Yaumajyhn ce hunnjy nogesy cermenta [a, b],na Kpajy rpaHmaHOT mpoteca, 1o6mja
ce TMOBPINHHA, ~KPUBOJUHK]CKOT Tpame3a”

r= [ swa

Kao I'PAHMYHA BPEJHOCT HU3a CTeleHacTuX (purypa.
VY ommrrem ciydajy, ¢dburypa y paBau Moxke ja OyJie OrpaHWdYeHa, JIBEMa KPHUBaMa
Koje mpejcrasibajy dbyukmuje f(x) u g(x). [ospmuna Takse durype jeamaka je

b
P= / (f(2) — g(x)) d,

upu uemnu je f(x) = g(x).

2 2
x
IIpumep 3.1 Uzpauynahemo noppmmmy emmnce — + o1 JoBosmbHo je nalin noprmny y
a

b2
2
npeom KBagpanTy. Kako je f(z) =by/1 — 3 10 je
a 2 a 2 b
P:b/ ﬂdm—ab/ ms%d(f) _ am
0 a 0 a a 4

14 je IOBPIIMHA eJIMIICEe jeqHaka ab .
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Y cayuajy na je dpyHKIHja gaTa y TOJAPHUM KOODIHU-
narama, r = f(0), noppmmHy cexTopa mpubJIMKHO U3pady-
HaBaMO Kao CyMy Kpy:KHuX ucedaka. Heka je cekrop OT'S
OTPAHWYEH MOJIyITpaBaMa KOje 3akKjamajy yriose § = q,
0 = 5 u xpusom 1 = f(0).

ITpu npouseospHOj mogeaun P cekropa OT'S Ha n nox-
CEeKTOpa, y IOJCEKTOPYy 3axBaheHoM yrioBuma O um 0 1
Ha [POM3BOJbAH HAYMH Oupamo yrao &, KOMe 0/roBapa
nonynpeanuk 1 = f(&x). Kaga je mosmar mosynpedHmk rp Kpyra W JIy2KHHA JIyKa
lx xoju ogropapa nearpamanoMm yriay Alp = 0 — 0;_1, HOBPIIMHA KPy>KHOT HCEYKA,

npubJIMKHO jeJIHAKA OBOM IIOJCEKTOPY, je irklk. Kako je jyxuna jyka lp jenHaka

r AL, TOBPIINHA KPYKHOT HCEUYKA, IOCTAje
1 1
5 Tk A0k = 5 (&) Ab,

a npubamxkua nospmuna cekropa OT'S je
1 n
5 > P (&) Ay
k=1

Vaumajyhnu cee punnjy mogesny obmactu OT'S, meHa TOBPINUHA, HA KPajy TPaHUY-

17,
— | f°(0)de.
2 [e%
Ykonuko ce obnact Hanasu usamehy nse monapue kpuse 11 = f(0) u ry = g(0) u
yojIoBa « u 3, Taja je HOBPIIUHA OOJACTH jeJHAKA,

1

B
3 | O -FO)m.

HOT TIPOIieca, jeJTHaKa, je

IIpumep 3.2 Mspauynahemo MOBpIMHY CEKTOpa KOjU TPUTATA OOJACTH W3BAH KAPIHOUIE
r =1—cosf, a yayrap kpyxuure r = 1.
y Osmejers=f(0)=1mri =g(0) =1—cosb, a0 ce xpehe

n=l-cosb /9= /2 on —7/2 1o 7/2. Crora je TpaskeHa MOBPIIUHA JeIHAKA,
r,= 1

/2 /2 )
;/W/Q(fQ(H)—QZ(G))dG:/O (1—(1—cos0)2)d9:2_1

VKoJMKO je KpuWBa 33JaTa MapaMETAPCKUM jeTHATH-
Hama r = @(t), y = ¥ (t), nmamo

0=-7/2 9

r
T ::U2+y2, Qzarctgy 0,’5:733% 1ty

2 =
x 224+ y?

ONaKJIe je
1 1
57"2 df = i(a:yé — xhy) dt.
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Axo mpomenu yria 6 ox o 1o 8 oaropapa mpomena napamerpa t ox to 1o t1, Tana
je
1 g 2 1 h / /
5| [H0)do =3 | (zy, —ayy) di.
2 @ 2 to

IIpumep 3.3 Ilpumemyjyhn Henmocpemro nperxonHy GOpMyILy, MTOBPIMUHA OBIACTH 9Hja PAHATIA
je acrponma T = cos> t, r = sin® ¢ jenHaka je
1

27
= / (cos®t-3sin®tcost + 3cos? tsint - sin®t) dt = — (t
2 J, 16

27 3r

sin4t>
o 8

4

3.2 3ampemuHa Tesa

[TocraBuMO y TauKu T HA ANCIUCHO] OCH PABAaH HOPMAJIHY Ha OBy ocy. Hexka je P(x)
noBpimHa durype a00ujeHa y mpeceky OBe PaBHH U TEJIa, KOje ce HaJa3u n3Mely paBHu
HOPMAJIHUX HA AICIUCHY OCy y Taukama a u b. Jlenehu cerment [a,b] Ha npousBosban
HAQUYWH Ta9KaMa 4 = g, T1,22,...,Tyn = b W mocTaB/bajyhu paBaH HOPMAJIHY Ha al-
CIUCHY OCy y IpOU3BOJGHO] Tauku & € [rp—1,7x] (K = 1,2,...,n), nobujamo un-
n
rerpasny cymy > P(&k)Azg. C o63upom sa npousson P(§x)Axy (k= 1,2,...,n)
k=1

IpeJICTaB/ba 3aIPEeMUHy IMINHIPA Ynja nospumuna 6aze je P(&y), a Bucuna Axy, y3u-
majyhn cee dunujy nogeny cermenta [a, b|, oBa maTerpaana cyma he ce npubsanxkasaTu
zampemutu Tena. C apyre cTpaHe, 0Ba WHTETpaJiHa cyMa Texuhe Opojy

V= /abP(a;) dx,

mrro je ¢hopMmysia 3a U3padyHaBAmHE 3aIMPEMUHE TeJIa.

IIpumep 3.4 Halumo sanpemMuny Tena OrpaHWyYeHOT
UIHHIPOM, unja ocHoBa je kpyr z2 + 32 < 1, u pasHu
KOja 3akyamna yrao ox 60° ca paBHEM Kpyra M CAIPKU OCY Y.

OpeMo TOBPINUHY TTPABOYTAOHUKA JOOWjeHOT y mpe-
CEeKy OBOI' TeJla W PABHU HODMAaJjIHE HA PABAH TZ M IIPO-
nmasu kpo3 Tauky (z,0,0). Kako je moBpmMHA OBOT
TIPABOYTAOHUKA jeTHAKA

P(x) = 2v/3z\/1 — 22,

3apeMUHa OBOT Tesa je

x —\1-+2 1 1
x, V1) V:/P(x)dm:2\/§/ V1 —22dr =
0 0

2
V3
IIpumep 3.5 Mspauaynajmo cama 3anpeMuHy TPOOCOT €IUIICOUIA, TUja jeTHATNHA je

1,2 y2 2,2
StEtz=1
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Qurypa HacTaja y mpeceke PABHU HOPMAJIHE HAa AICIUCHY OCY V TAYKU T U OBOT EJIUIICOUIA je
eJINIICca,

2 2
T T . )
Buanmo na cy oce ose emnurice b\/l —— C\/l — —5, l1a je iheHa NOBPIIMHA jeJHAKA
a a

mbe

P(x) = (a® — z?).

a2
Ha rTaj mauun, TparkeHa 3ampeMuHa eIUICONIA je

wbhe [ 4

V=— (a® — 2®)dx = — abe.
a® J_, 3
VY cnenujasHoM ciiydajy, Kaja je Teso HacTasgo poranuoM rpaduka dbyukumje f(z)

OKO AIICIUCHE OCe HA CerMenTy [a,b], mospimmua monpeunor mpecexa je P(z) = f2(x)m,
T3, IberOBa 3aIIPEMUHA, je

V= w/:fQ(x)dx.

IIpumep 3.6 Haljumo 3anpeMuHy Kpy»KHOr KOHYCA, 9Uju MOMYIIPETHUK j€ 7', a4 BUCHHA, .
Heka ce oca koHyca Hamasum Ha AICIHECHO] OCH, & HErOB BPX y KOOPAUHATMO IMOYETKY.

. r .
Jemnaumna renepatpuce komyca je f(x) = 7T Crora je meroBa 3anpeMuHa

2 3

h 2 30 h 1
r e x 9
V:W/O (51’) dz:ﬁ'?\ozgﬂ’" h-

Commuano, kasa Jyk kpuse £ = ¢(y) poTUpa OKO OpJMHATHE OCe Ha CermMeHTy [c, d],
3aIIpEMHHA TAKO HACTAJIOT TEJa je

d d
V:W/ :L‘Qdy:w/ g*(y) dy.

Pazmorpumo ciyuaj kaga ¢gpurypa, orpaHuvena HEeMPeKu THOM HEHEeraTUBHOM (DyH-
kimjom f(x) cermentom [a, b] m npasama x = a > 0 u x = b, porupa oko oce y. IIpe nero
IIITO OJIPEJIUMO 3aIMPEMUHY TAKO HACTAJOr TeJa, Hahu hemo 3anpeMuHy mynsber BajbKa,
Koju ce J00uja Kajla ce u3 BaJbKa noJiynpeunnka R u sucune H ojcrpanu neHTpaHu
BaJhbaK IHOJynpednuka 1 < R, oqHocHO poranujoM mpaBoyraonuka crpanuna R —r u H
OKO OcCe TapaJiesiene crpauuny H, ma je merosa 3alpeMuHa jeIHaKa,

TH(R?* —r*) =nH(R+7)(R—r). (3)

Bupajyhu Ha npowsBo/baH HAUMH TAYKE 4 = T, T1,L2,...,Tn—1,Ln = b, CEIMEHT
[a,b] menmumo ma mojcermente [Tg_1,2k], 1 < k < n. 3a npoussossHO nzabpaHe Tavuke
&k € [xg—1, k], nobujamo nmpasoyraonuke crpanmna f(&x) m Axg, Az = x)p — Tp—1
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(Bumern comky Ha crpauunu 6). IIpuaukoM poTaruje OKo oce Yy, CBaKH OJ1 lbUX 06pasyje
MIymJjbu BaJbaK TAaKO IMTO CE€ U3 BaJbKa IOJYIIPDEIHUKA R = Tk OOCTPpaHU II€EHTPAJIHU
BaJbaK IMOJIYNIPEYHUKA T = Tj_1, Ipu demy je 1 < k < n. Ysumajyhu y 063up (3), npu
J0BOJbHO (bunoj nojgenu P cermenta [a, b], Taksoj na je || P|| < § 3a npousBossHO MaJIO
0, YKyIIHA CyMa 3alpeMUHA OBUX IIYIVbUX BAJHAKA JeTHAKA j€

n

S owf &) (af —aioy) =7 > F(&k) @k +wr1) (@ — 2h-1), (4)

k=1 k=1

a OHA je mpuOJMXKHO jeTHAKA TPAXKEHO] 3aIPEMUHN TeJIa HACTAJIOr POTAIUjoM (PUrype
OrpaHMYEeHe HEMPEKUIHOM HeHeraTuBHOM dyukimjom f (), cermenrom [a, b] u npasama,
x=a>0uz=>boko oce y. Hammmmmo cymy (4) y apyradmjem o6uKy

n n
T (@k o) FER) AT =T (2 — &k + ho1 — & + 26k) f(ER) Ay
k=1 k=1
ITocnenmy CyMy MOXKEMO IIPEICTABUTH KAO 30D JBE CyMe

Ty (o — &+ who1 — &) F(G) Ay + 21 Y & f(Er) Ay, (5)
k=1

Kaga je ||P|| < 0 3a npom3Bo/bHO MaJio 0, IPBa CyMa Ce MOXEe YIMHUTH HPOU3BOJEHO
masiom. Hamme, kako je dyukuuja f(x) menpekmaua Ha cermenty [a,b], ona, mpema
BajepmrrpacoBoj Teopemu gocruxke Ha memy makcumym M. Heka € > 0 mpoussBosbHO
masm 6poj. Ilocroju 0, Takas na je € = 2m(b — a)MJ. Tana, 3a ||P|| < J, umamo

’Z gy — &k + T 1—£k)f(£k)Al‘k:‘ WZ |k = &kl + |we—1 = Sl f (&) (@ — 21—1),
k=1
na, 36or |rp — &kl < 0 m |rK_1 — k| < 0, cnemm
T ok — &l + ln—1 — &DIF (€| (2 — 1) <2m6M Y (2 —2p1) = €
k=1 k=1

Hpyra cyma u3 (5), kao unrerpanna cyma dyukuumje 2wz f(z) na cermenry [a,b], 3a

IPAHUYHY BPEJTHOCT MMa WHTETPAJI
b
T / zf(z)dz,
a

A OH 1peJCTaB/ba U TPA2KEHY 3alIPEMUHY PDOTAIUOHOI TEJIA.
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IIpumep 3.7 Heka xpyr (z — 2)? + y? < 1 pormpa 0ko
oce y. Tom mpuramKOM HacTaje TEIO KOje Ce HA3HWBa TOPY-
com. Hahwu hemo zampemuny Topyca MpUMeHOM MpeTXOTHE
dbopmyne. U3 jemnaunne xpysxaune (v — 2)2 + y? = 1 106u-
jamo mee kpuee y = ++/1 — (z — 2)2, mehycobro cumerpu-
yHe y omHOCy Ha ocy z. Crora je mOBOBHO y3€TH CaMo JIyK
y = f(x) = /1= (x —2)2, jep je 3anpeMuna TOPyCa jeTHAKA
JBOCTPYKOj BPEIHOCTH TOOW]EHO] POTAIMjOM OBOT JIyKa OKO
oce y.

Ha raj Haunn, 3anpeMuHa Teaa HacTagor poranmjoM Jyka f(x) = /1 — (x — 2)2 je

27r/abxf(x)dx27r/13xmdx.

YBonehu cmeny x = 2 + ¢, mocsieilbu UHTErPaJ MOCTaje

3 1 1 1
27r/ x\/l—(fo)de:%r/ (t+2)\/1—t2dt:27r/ t\/l—tht+47r/ V1—t2dt.
1 —1 1 —1

[Ipeu y 306mpy mociaenma IBa WHTErpaja jeAHAK je HYJIU, jep je MOIuWHTerpayiHa (DYHKIN]a
HEIIAPHA HA CUMETPUYHOM MHTEPBAJY, JOK JIPYTHU IIPEICTABIbA IOJOBUHY IOBPIIUHE KPYKHUIIE
. ™ .

MOTyIIPEYHNKa 1, TIa je ’heroBa BpeTHOCT 5" Jakie, 3ampemuna Topyca je 2 - 4m - 5= 47,



