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1 Odre�eni integral s promen	ivim granicama

Pokazali smo da je integrabilna funkciju f(x) na segmentu [a, b], integrabilna
i na svakom �egovom podsegmentu. Znaqi, za taqku x ∈ [a, b] funkcija je integra-
bilna na segmentu [a, x]. U vezi s tim je i slede�a

Teorema 1.1 Neka je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b] i

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt.

Tada je funkcija F (x) neprekidna na [a, b]. Ako je funkcija f(x) neprekidna na

segmentu [a, b], tada je funkcija F (x) diferencijabilna ns segmentu [a, b] i va�i

F ′(x) = f(x).

I Kako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a, b], ona je ograniqena, pa
postoji broj M > 0, takav da je |f(x)| 6 M , a 6 x 6 b, i x0 proizvo	na taqka iz
[a, b]. Tada, za a 6 x0 < x 6 b, imamo

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣ ∫ x

x0

f(t) dt
∣∣∣ 6 ∫ x

x0

|f(t)| dt 6M(x− x0) 6M |x− x0|.

Za proizvo	no ε > 0 je |F (x) − F (x0)| < ε kad god je |x − x0| < ε/M , qime je

dokazana neprekidnost funkcije F (x) u proizvo	noj taqki x0 ∈ [a, b].
Funkcija F (x) je diferencijabilna, ako postoji graniqna vrednost

lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= lim

x→x0

1

x− x0

∫ x

x0

f(t) dt.

Na osnovu neprekidnosti funkcije f(x) i Teoreme o sred�oj vrednosti za odre�ene
integrale, postoji broj ξ ∈ (x0, x), takav da je integral na desnoj strani jednak

f(ξ), pa je

lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(ξ).

Kako je funkcija f(x) neprekidna, i ξ → x0 kada x → x0, graniqna vrednost

izraza na desnoj strani jednaka je f(x0), pa postoji graniqna vrednost izraza na

levoj strani i jednaka je f(x0). Na taj naqin, dobija se

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(ξ) = lim
ξ→x0

f(ξ) = f(x0). J

Za funkciju f(x) neprekidnu na segmentu [a, b] uvek postoji diferencijabilna

funkcija F (x) =

∫ x

a
f(t) dt, takva da je F ′(x) = f(x), pa �utn-Lajbnicova for-

mula uvek va�i za neprekidne funkcije, jer su one integrabilne.
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1.1 Pribli�no izraqunava�e integrala

S obzirom na to da se izraqunava�e odre�enih integrala svodi na odre�iva�e

primitivne funkcije, postav	a se pita�e kako da postupimo u sluqaju funkcije

qija primitivna funkcija se ne mo�e izraziti u konaqnom obliku, na xta smo

ranije ukazali prilikom rexava�a neodre�enih integrala. Stepeni redovi u tom

pogledu igraju znaqajnu ulogu. Naredna teorema nam omogu�uje da pribli�no, s

unapred odre�enom taqnox�u, izraqunamo integral funkcije qiju primitivnu

funkciju nije mogu�e na�i u konaqnom obliku. U tom ci	u, funkciju je zame�u-

jemo stepenim redom.

Teorema 1.2 Stepeni red

∞∑
k=0

akx
k mo�e se integraliti qlan po qlan u svom

intervalu konvergencije. Drugim reqima, za [a, b] ⊂ (−R,R), gde je R polupre-

qnik konvregencije, va�i∫ b

a

∞∑
k=0

akx
k dx =

∞∑
k=0

∫ b

a
akx

k dx =

∞∑
k=0

ak
k + 1

(
bk+1 − ak+1

)
.

I Lako se pokazuje da oba reda
∞∑
k=0

akx
k i

∞∑
k=0

ak
k + 1

xk+1 imaju isti polupreqnik

konvergencije. Stepeni red
∞∑
k=0

akx
k definixe neprekidnu funkciju f(x), pa je

ona integrabilna, na osnovu Teoreme o integrabilnosti funkcije na segmentu, a

iz neprekidnosti funkcije f(x), prema Teoremi 1.1, sledi diferencijabilnost

funkcije F (x) =

∫ x

a
f(t) dt na [a, b], pri qemu je F ′(x) = f(x). Zame�uju�i podin-

tegralnu funkciju f(t) stepenim redom koji je definixe, dobijamo

F ′(x) =
(∫ x

a

∞∑
k=0

akt
k dt

)′
=

∞∑
k=0

akx
k = f(x).

Stepeni red se mo�e diferencirati qlan po qlan, tako da nalazimo( ∞∑
k=0

∫ x

a
akt

k dt
)′

=

∞∑
k=0

(∫ x

a
akt

k dt
)′

=

∞∑
k=0

akx
k.

Funkcije koje imamju isti izvod razlikuju se, eventualno, samo za konstantu.

Znaqi,∫ x

a

∞∑
k=0

akt
k dt =

∞∑
k=0

∫ x

a
akt

k dt+ C ⇔
∫ x

a
f(t) dt =

∞∑
k=0

ak
k + 1

(
xk+1 − ak+1

)
+ C.

funkcija F (x) neprekidna je u taqki x = a i F (a) = 0. Red na desnoj strani

definixe neprekidnu funkciju g(x), a �ena vrednost u taqki x = a tako�e je
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jednaka nuli, odakle je C = 0. Funkcije F (x) i g(x) neprekidne su u i taqki

x = b, a odatle odmah sledi tvr�e�e teoreme. J

Dakle, vrednost integrala, posle zamene podintegralne funkcije stepenim re-

dom, dobija se u obliku brojevnog reda, qiju sumu mo�emo izraqunati pribli�no

s unapred zadatom grexkom, uzimaju�i konaqan broj sabiraka.

Primer 1.1 Integral

∫ 1/2

0

e−x2

dx se ne mo�e izraqunati u konaqnom obliku, jer se

primitivna funkcija podintegralne funkcije e−x2

ne mo�e na�i u konaqnom obliku.
Funkciju e−x2

zame�ujemo Maklorenovim stepenim redom, prime�ujemo prethodnu teo-
remu i dobijamo∫ 1/2

0

e−x2

dx =

∫ 1/2

0

∞∑
n=0

(−1)nx2n

n!
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1/2

0

x2n dx =
∞∑

n=0

(−1)n

n! (2n+ 1) 22n+1
.

Da bismo dati integral izraqunali s taqnox�u do 0, 0001, koristimo qi�enicu da je
apsolutna vrednost ostatka ma�a od prvog zanemarenog qlana

|Rn| <
1

(n+ 1)! (2n+ 3) 22n+3
< 0, 0001.

Tako nalazimo da je n = 3, xto znaqi da parcijalna suma S3 = 0, 461272 reda na desnoj
strani daje pribli�nu vrednost koja odstupa ma�e od 0, 0001 od taqne vrednosti inte-
grala koja iznosi 0, 461281.

Primer 1.2 Na sliqan naqin kao i prethodnom primeru mo�e se izraqunati integral∫ 1

0

sinx

x
dx samo pribli�no, s unapred zahtevanom grexkom, jer se primitivna funkcija

podintegralne funkcije ne mo�e na�i u konaqnom obliku. Izraquna�emo na ovaj naqin
dati integral s taqnox�u do 0,0001. Zame�uju�i funkciju sinx Maklorenovim redom,
imamo∫ 1

0

sinx

x
dx =

∫ 1

0

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n+ 1)!
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

∫ 1

0

x2n dx =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 1)!
.

Da	e je

|Rn| <
1

(2n+ 3)(2n+ 3)!
< 0, 0001.

Nalazimo n = 2, a to znaqi da znaqi da parcijalna suma S2 = 0, 946111 reda na desnoj
strani daje pribli�nu vrednost koja odstupa ma�e od 0, 0001 od taqne vrednosti inte-
grala koja iznosi 0, 946083. Uoqimo da je∣∣∣∣∣

∫ 1

0

sinx

x
dx−

2∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)(2k + 1)!

∣∣∣∣∣ = 0, 0000280407.
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2 Opxti metodi izraqunava�a odre�enog integrala

Jedan vid izraqunava�a odre�enog integrala zasniva se na nala�e�u primitivne

funkcije. Drugi vid zasniva se na razvoju funkcije u stepeni red, ukoliko ne

postoji primitivna funkcija u konaqnom obliku. Najpre razmatramo dva opxta

metoda. Prvi je metod parcijalne integracije.

Teorema 2.1 Neka su funkcije u(x) i v(x) integrabilne na segmentu [a, b]. Tada
je ∫ b

a
udv = u(x)v(x)

∣∣∣b
a
−

∫ b

a
vdu.

I Iz d(uv) = u′(x)v(x) dx+ u(x)v′(x) dx sledi∫ b

a
(u(x)v(x))′ dx =

∫ b

a
u′(x)v(x) dx+

∫ b

a
u(x)v′(x) dx,

odakle se neposredno dobija tra�ena formula za izraqunava�e odre�enog inte-

grala metodom parcijalne integracije. J

Primer 2.1 Za izraqunava�e neodre�enog integrala Sn =

∫
sinn x dx, izveli smo rekurzivnu

relaciju Sn = − 1

n
sinn−1 x cosx+

n− 1

n
Sn−2 primenom parcijalne integracije. Ovu for-

mulu koristimo da bismo izraqunali odre�en integral Sn =

∫ π/2

0

sinn x dx. Tako nalaz-

imo

Sn =

∫ π/2

0

sinn x dx = − 1

n
sinn−1 x cosx

∣∣∣π/2
0

+
n− 1

n
Sn−2 =

n− 1

n
Sn−2.

Kako je S0 =
π

2
i S1 = 1, dobijamo

S2n =
(2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2
, S2n+1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
. (1)

Odre�eni integral se qesto lakxe izraqunava metodom smene.

Teorema 2.2 Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b], a funkcija x = φ(t)
obostrano jednoznaqno preslikava [α, β] na [a, b] i ima integrabilan izvod na

[α, β], tada je funkcija f(φ(t))φ′(t) integrabilna na [α, β] i pritom je∫ b

a
f(x) dx =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)
f(φ(t))φ′(t) dt.
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I Kako je f(x) integrabilna na [a, b], ona je ograniqena, pa postoji broj K,

takav da je |f(x)| 6 K. S obzirom da φ(t) obostrano jednoznaqno preslikava [α, β]
na [a, b], ona je neprekidna i strogo monotona [α, β]. Neka je φ′(t) > 0. Podeli

P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b] odgovara podela T = {t0, t1, . . . , tn} segmenta

[α, β] i obratno, pri qemu je xk = φ(tk) i ξk = φ(τk). (k = 0, 1, . . . , n). Na osnovu
Lagran�ove teoreme, xk − xk−1 = φ′(θk)(tk − tk−1), za neko θk ∈ (tk−1, tk). Izvod
φ′(t) je integrabilan, pa je ograniqen i postoji broj L, takav da je 0 < φ′(t) 6 L
za t ∈ [α, β], tako da je ∆xk 6 L∆tk. Na osnovu toga, za svako ε > 0 postoji δ > 0 i
proizvo	na podela T = {t0, t1, . . . , tn} segmenta [α, β], takva da je ∥T∥ < δ/L, pri
qemu je ∥P∥ < δ za odgovaraju�u podelu P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [a, b], tako da
istovremeno va�i∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ < ε

2
,

n∑
k=1

(Mk −mk)∆tk <
ε

2K
, (2)

gde smo oznaqili mk = inf
t∈[tk−1,tk]

φ′(t) i Mk = sup
t∈[tk−1,tk]

φ′(t). S druge strane, zbog

ξk = φ(τk), imamo

n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
n∑

k=1

f(φ(τk))φ
′(τk)∆tk =

n∑
k=1

f(φ(τk))(φ
′(θk)− φ′(τk))∆tk.

Oznaqimo sumu na desnoj strani prethodne jednakosti sa S. Kako je |f(x)| 6 K i

|φ′(θk)− φ′(τk)| 6Mk −mk, na osnovu (2), nalazimo

|S| 6 K

n∑
k=1

∣∣φ′(θk)− φ′(τk)
∣∣∆tk 6 K

n∑
k=1

(Mk −mk)∆tk < K · ε

2K
=
ε

2
.

Na taj naqin, dobijamo∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(φ(τk))φ
′(τk)∆tk

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk −
n∑

k=1

f(φ(τk))φ
′(τk)∆tk

∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε. J

Primer 2.2 Da bismo izraqunali integral

∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx, uvodimo novu promen	i-

vu t =
√
ex − 1, za koju je t = 0 kada je x = 0 i t = 1 kada je x = ln 2. Nalazimo da je

x = φ(t) = ln(1 + t2) neprekidna funkcija na [0, 1], qiji izvod φ′(t) =
2t

1 + t2
> 0 je tako�e

neprekidna funkcija, pa je kao takav integrabilan na [0, 1]. Na taj naqin je∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx =

∫ 1

0

2t2

1 + t2
dt = 2

∫ 1

0

(
1− 1

1 + t2

)
dt = (t− arctg t

)∣∣∣1
0
=

4− π

2
.
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3 Primene odre�enog integrala

U geometrijskom smislu, odre�eni integral predstav	a povrxinu figure u ravni

ograniqene funkcijom f(x) i pravama x = a, x = b i y = 0. Izraqunava�e

povrxine takve figure je i bio motiv za definiciju odre�enog integrala. Pored

toga, on nalazi primenu u izraqunava�u zapremine tela i du�ine luka krivih

u ravni i prostoru. Tako�e igra znaqajnu ulogu u ispitiva�u konvergencije i

nala�e�u sume redova.

3.1 Povrxina ravne figure

Neka je nenegativna funkcija f(x) integra-

bilna na segmentu [a, b]. Tada integralna suma

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

predstav	a povrxinu stepenaste figure.

Uzimaju�i sve finiju podelu segmenta [a, b],na kraju graniqnog procesa, dobija
se povrxina "krivolinijskog trapeza"

P =

∫ b

a
f(x) dx,

kao graniqna vrednost niza stepenastih figura.

U opxtem sluqaju, figura u ravni mo�e da bude ograniqena dvema krivama

koje predstav	aju funkcije f(x) i g(x). Povrxina takve figure jednaka je

P =

∫ b

a
(f(x)− g(x)) dx,

pri qemi je f(x) > g(x).

Primer 3.1 Izraquna�emo povrxinu elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Dovo	no je na�i porxinu u

prvom kvadrantu. Kako je f(x) = b

√
1− x2

a2
, to je

P = b

∫ a

0

√
1− x2

a2
dx = ab

∫ a

0

√
1− x2

a2
d
(x
a

)
=
abπ

4
,

pa je povrxina elipse jednaka ab π.
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U sluqaju da je funkcija data u polarnim koordi-

natama, r = f(θ), povrxinu sektora pribli�no izraqu-
navamo kao sumu kru�nih iseqaka. Neka je sektor OTS
ograniqen polupravama koje zaklapaju uglove θ = α,
θ = β i krivom r = f(θ).

Pri proizvo	noj podeli P sektora OTS na n pod-

sektora, u podsektoru zahva�enom uglovima θk i θk−1

na proizvo	an naqin biramo ugao ξk, kome odgovara

polupreqnik rk = f(ξk). Kada je poznat polupreqnik rk kruga i du�ina luka

lk koji odgovara centralnom uglu ∆θk = θk − θk−1, povrxina kru�nog iseqka,

pribli�no jednaka ovom podsektoru, je
1

2
rklk. Kako je du�ina luka lk jednaka

rk∆θk, povrxina kru�nog iseqka postaje

1

2
r2k ∆θk =

1

2
f2(ξk)∆θk,

a pribli�na povrxina sektora OTS je

1

2

n∑
k=1

f2(ξk)∆θk.

Uzimaju�i sve finiju podelu oblasti OTS, �ena povrxina, na kraju graniq-
nog procesa, jednaka je

1

2

∫ β

α
f2(θ) dθ.

Ukoliko se oblast nalazi izme�u dve polarne krive r1 = f(θ) i r2 = g(θ) i
uglova α i β, tada je povrxina oblasti jednaka

1

2

∫ β

α
(f2(θ)− g2(θ)) dθ.

Primer 3.2 Izraquna�emo povrxinu sektora koji pripada oblasti izvan kardioide
r = 1− cos θ, a unutar kru�nice r = 1.

Ovde je r2 = f(θ) = 1 i r1 = g(θ) = 1− cos θ, a θ se kre�e
od −π/2 do π/2. Stoga je tra�ena povrxina jednaka

1

2

∫ π/2

−π/2

(f2(θ)−g2(θ)) dθ =
∫ π/2

0

(1−(1−cos θ)2) dθ = 2−π
4
.

Ukoliko je kriva zadata parametarskim jednaqi-

nama x = φ(t), y = ψ(t), imamo

r2 = x2 + y2, θ = arctg
y

x
⇒ θ′t =

xy′t − x′ty

x2 + y2
,

odakle je
1

2
r2 dθ =

1

2
(xy′t − x′ty) dt.
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Ako promeni ugla θ od α do β odgovara promena parametra t od t0 do t1, tada
je

1

2

∫ β

α
f2(θ) dθ =

1

2

∫ t1

t0

(xy′t − x′ty) dt.

Primer 3.3 Prime�uju�i neposredno prethodnu formulu, povrxina oblasti qija granica
je astroida x = cos3 t, x = sin3 t jednaka je

1

2

∫ 2π

0

(cos3 t · 3 sin2 t cos t+ 3 cos2 t sin t · sin3 t) dt = 3

16

(
t− sin 4t

4

)∣∣∣2π
0

=
3π

8
.

3.2 Zapremina tela

Postavimo u taqki x na apscisnoj osi ravan normalnu na ovu osu. Neka je P (x)
povrxina figure dobijena u preseku ove ravni i tela, koje se nalazi izme�u ravni

normalnih na apscisnu osu u taqkama a i b. Dele�i segment [a, b] na proizvo	an
naqin taqkama a = x0, x1, x2, . . . , xn = b i postav	aju�i ravan normalnu na ap-

scisnu osu u proizvo	noj taqki ξk ∈ [xk−1, xk] (k = 1, 2, . . . , n), dobijamo in-

tegralnu sumu
n∑

k=1

P (ξk)∆xk. S obzirom da proizvod P (ξk)∆xk (k = 1, 2, . . . , n)

predstav	a zapreminu cilindra qija povrxiina baze je P (ξk), a visina ∆xk, uzi-
maju�i sve finiju podelu segmenta [a, b], ova integralna suma �e se pribli�avati
zapremini tela. S druge strane, ova integralna suma te�i�e broju

V =

∫ b

a
P (x) dx,

xto je formula za izraqunava�e zapremine tela.

Primer 3.4 Na�imo zapreminu tela ograniqenog
cilindrom, qija osnova je krug x2 + y2 6 1, i ravni
koja zaklapa ugao od 60◦ sa ravni kruga i sadr�i osu y.

Odredimo povrxinu pravougaonika dobijenog u pre-
seku ovog tela i ravni normalne na ravan xz i pro-
lazi kroz taqku (x, 0, 0). Kako je povrxina ovog
pravougaonika jednaka

P (x) = 2
√
3x

√
1− x2,

zapremina ovog tela je

V =

∫ 1

0

P (x) dx = 2
√
3

∫ 1

0

x
√
1− x2 dx =

2√
3
.

Primer 3.5 Izraqunajmo sada zapreminu troosog elipsoida, qija jednaqina je

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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Figura nastala u preseke ravni normalne na apscisnu osu u taqki x i ovog elipsoida je
elipsa

y2

b2(1− x2

a2 )
+

z2

c2(1− x2

a2 )
= 1.

Vidimo da su ose ove elipse b

√
1− x2

a2
i c

√
1− x2

a2
, pa je �ena povrxina jednaka

P (x) =
πbc

a2
(a2 − x2).

Na taj naqin, tra�ena zapremina elipsoida je

V =
πbc

a2

∫ a

−a

(a2 − x2) dx =
4

3
abc π.

U specijalnom sluqaju, kada je telo nastalo rotaciom grafika funkcije f(x)
oko apscisne ose na segmentu [a, b], povrxina popreqnog preseka je P (x) = f2(x)π,
pa �egova zapremina je

V = π

∫ b

a
f2(x) dx.

Primer 3.6 Na�imo zapreminu kru�nog konusa, qiji polupreqnik je r, a visina h.
Neka se osa konusa nalazi na apscisnoj osi, a �egov vrh u koordinatmo poqetku.

Jednaqina generatrise konusa je f(x) =
r

h
x. Stoga je �egova zapremina

V = π

∫ h

0

( r
h
x
)2

dx =
πr2

h2
· x

3

3

∣∣∣h
0
=

1

3
πr2h.

Sliqno, kada luk krive x = g(y) rotira oko ordinatne ose na segmentu [c, d],
zapremina tako nastalog tela je

V = π

∫ d

c
x2 dy = π

∫ d

c
g2(y) dy.

Razmotrimo sluqaj kada figura, ograniqena neprekidnom nenegativnom fun-

kcijom f(x) segmentom [a, b] i pravama x = a > 0 i x = b, rotira oko ose y. Pre nego
xto odredimo zapreminu tako nastalog tela, na�i �emo zapreminu xup	eg va	ka,

koji se dobija kada se iz va	ka polupreqnika R i visine H odstrani centralni

va	ak polupreqnika r < R, odnosno rotacijom pravougaonika stranica R− r i H
oko ose paralelene stranici H, pa je �egova zapremina jednaka

πH(R2 − r2) = πH(R+ r)(R− r). (3)

Biraju�i na proizvo	an naqin taqke a = x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn = b, segment
[a, b] delimo na podsegmente [xk−1, xk], 1 6 k 6 n. Za proizvo	no izabrane taqke
ξk ∈ [xk−1, xk], dobijamo pravougaonike stranica f(ξk) i ∆xk, ∆xk = xk − xk−1
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(videti sliku na stranici 6). Prilikom rotacije oko ose y, svaki od �ih obrazuje
xup	i va	ak tako xto se iz va	ka polupreqnika R = xk odstrani centralni

va	ak polupreqnika r = xk−1, pri qemu je 1 6 k 6 n. Uzimaju�i u obzir (3), pri

dovo	no finoj podeli P segmenta [a, b], takvoj da je ∥P∥ < δ za proizvo	no malo
δ, ukupna suma zapremina ovih xup	ih va	aka jednaka je

n∑
k=1

πf(ξk)(x
2
k − x2k−1) = π

n∑
k=1

f(ξk)(xk + xk−1)(xk − xk−1), (4)

a ona je pribli�no jednaka tra�enoj zapremini tela nastalog rotacijom figure

ograniqene neprekidnom nenegativnom funkcijom f(x), segmentom [a, b] i pravama
x = a > 0 i x = b oko ose y. Napiximo sumu (4) u drugaqijem obliku

π

n∑
k=1

(xk + xk−1)f(ξk)∆xk = π

n∑
k=1

(xk − ξk + xk−1 − ξk + 2ξk)f(ξk)∆xk.

Posled�u sumu mo�emo predstaviti kao zbir dve sume

π

n∑
k=1

(xk − ξk + xk−1 − ξk)f(ξk)∆xk + 2π

n∑
k=1

ξkf(ξk)∆xk. (5)

Kada je ∥P∥ < δ za proizvo	no malo δ, prva suma se mo�e uqiniti proizvo	no

malom. Naime, kako je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b], ona, prema
Vajerxtrasovoj teoremi dosti�e na �emu maksimum M . Neka ε > 0 proizvo	no

mali broj. Postoji δ, takav da je ε = 2π(b− a)Mδ. Tada, za ∥P∥ < δ, imamo

π
∣∣∣ n∑
k=1

(xk − ξk +xk−1− ξk)f(ξk)∆xk

∣∣∣ 6 π

n∑
k=1

(|xk − ξk|+ |xk−1− ξk|)|f(ξk)|(xk −xk−1),

pa, zbog |xk − ξk| < δ i |xk−1 − ξk| < δ, sledi

π

n∑
k=1

(|xk − ξk|+ |xk−1 − ξk|)|f(ξk)|(xk − xk−1) < 2πδM

n∑
k=1

(xk − xk−1) = ε.

Druga suma iz (5), kao integralna suma funkcije 2πxf(x) na segmentu [a, b], za
graniqnu vrednost ima integral

2π

∫ b

a
xf(x) dx,

a on predstav	a i tra�enu zapreminu rotacionog tela.
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Primer 3.7 Neka krug (x − 2)2 + y2 6 1 rotira oko
ose y. Tom prilikom nastaje telo koje se naziva toru-
som. Na�i �emo zapreminu torusa primenom prethodne
formule. Iz jednaqine kru�nice (x− 2)2 + y2 = 1 dobi-
jamo dve krive y = ±

√
1− (x− 2)2, me�usobno simetri-

qne u odnosu na osu x. Stoga je dovo	no uzeti samo luk
y = f(x) =

√
1− (x− 2)2, jer je zapremina torusa jednaka

dvostrukoj vrednosti dobijenoj rotacijom ovog luka oko
ose y.

Na taj naqin, zapremina tela nastalog rotacijom luka f(x) =
√
1− (x− 2)2 je

2π

∫ b

a

xf(x) dx = 2π

∫ 3

1

x
√
1− (x− 2)2 dx.

Uvode�i smenu x = 2 + t, posled�i integral postaje

2π

∫ 3

1

x
√
1− (x− 2)2 dx = 2π

∫ 1

−1

(t+ 2)
√
1− t2 dt = 2π

∫ 1

−1

t
√
1− t2 dt+ 4π

∫ 1

−1

√
1− t2 dt.

Prvi u zbiru posled�a dva integrala jednak je nuli, jer je podintegralna funkcija

neparna na simetriqnom intervalu, dok drugi predstav	a polovinu povrxine kru�nice

polupreqnika 1, pa je �egova vrednost
π

2
. Dakle, zapremina torusa je 2 · 4π · π

2
= 4π2.


