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1 Du�ina luka krive

Kriva u prostoru mo�e biti zadata kao presek nekih povrxi ili u vektorskom

obliku r(t) = (φ(t), ψ(t), χ(t)). Kada je χ(t) = 0, kriva je ravanska. Krivu za

koju su izvodi funkcija φ(t), ψ(t) i χ(t) neprekidni, nazivamo glatkom. Neka

je t ∈ [α, β], pri qemu je A(φ(α), ψ(α), χ(α)) poqetna taqka luka
⌢
AB ove krive, a

B(φ(β), ψ(β), χ(β)) kraj�a. Ako je proizvo	naM taqka luka
⌢
AB, a s du�ina luka

⌢
AM u funkciji parametra t, na osnovu ranije izvedene formule, sledi

s′ = ∥r′∥ ⇔ s′(t) =
√
φ′2(t) + ψ′2(t)2 + χ′2(t).

Zbog neprekindnosti funkcija φ′(t), ψ′(t) i χ′(t), neprekidna je, a samim tim i

integrabilna na segmentu [α, β], funkcija
√
φ′2(t) + ψ′2(t)2 + χ′2(t). Stoga je

s(t) =

∫ t

α

√
φ′2(τ) + ψ′2(τ)2 + χ′2(τ) dτ,

gde je s(α) = 0, i s(β) = L du�ina luka
⌢
AB, to jest

L =

∫ β

α

√
φ′2(t) + ψ′2(t)2 + χ′2(t) dt. (1)

U specijalnom sluqaju, kada je kriva ravanska, formula (1) svodi se na oblik

L =

∫ β

α

√
φ′2(t) + ψ′2(t) dt.

Ako luk izrazimo jednaqinom y = f(x), gde je x ∈ [a, b], za t ∈ [α, β] prethodna
formula postaje

L =

∫ β

α

√
1 +

(ψ′(t)

φ′(t)

)2
|φ′(t)| dt =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx,

jer, na osnovu teoreme o smeni promen	ivih, za x = φ(t), iz φ′(t) > 0, sledi
a = φ(α) i b = φ(β), tako da, uzimaju�i u obzir teoremu o izvodu parametarski

definisane funkcije, imamo

L =

∫ β

α

√
1 +

(ψ′(t)

φ′(t)

)2
φ′(t) dt =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx,

dok iz φ′(t) < 0, sledi da je φ(t) opadaju�a, pa je b = φ(α) i a = φ(β), tako da je

L =

∫ β

α

√
1 +

(ψ′(t)

φ′(t)

)2
(−φ′(t)) dt = −

∫ a

b

√
1 + f ′2(x) dx =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.
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Ukoliko je jednaqina luka krive u polarnim koordinatama r = f(θ), imamo
x = r cos θ = f(θ) cos θ = φ(θ), y = r sin θ = f(θ) sin θ = ψ(θ) i nalazimo

φ′(θ) = f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ, ψ′(θ) = f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ,

za du�inu luka dobija se

L =

∫ β

α

√
φ′2(θ) + ψ′2(θ) dθ =

∫ β

α

√
f2(θ) + f ′2(θ) dθ =

∫ β

α

√
r2 + r′2 dθ.

Primer 1.1 Izraqunajmo obim elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Elipsu mo�emo predstaviti i

parametarskim jednaqinama x = φ(t) = a cos t, y = ψ(t) = b sin t, gde je t ∈ [0, 2π]. Kako se
elipsa nalazi u ravni xy, to je z = 0. Na�i �emo du�inu �enog luka koji odgovara uglu
od π/2

L =

∫ π/2

0

√
φ′2(t) + ψ′2(t)2 dt =

∫ π/2

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt

=

∫ π/2

0

√
a2(1− cos2 t) + b2 cos2 t dt =

∫ π/2

0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 t dt

= a

∫ π/2

0

√
1− a2 − b2

a2
sin2 z dz = a

∫ π/2

0

√
1− c2 sin2 z dz,

pri qemu smo izvrxili smenu t =
π

2
− z i oznaqili c =

√
a2 − b2

a
, xto je numeriqki

ekscentricitet elipse.

Integral

∫ π/2

0

√
1− c2 sin2 z dz je eliptiqki (dobio je ime, jer je nastao u procesu

nala�e�a obima elipse) i ne mo�e se izraqunati u konaqnom obliku, i ovaj eliptiqki
integral definixe eliptiqku funkciju E(c), koja mo�e da se razvije u stepeni red,
koji glasi

E(c) =

∫ π/2

0

√
1− c2 sin2 z dz =

π

2

(
1−

∞∑
n=1

( (2n− 1)!!

(2n)!!

)2 c2n

2n− 1

)
.

To znaqi da se du�ina luka elipse u prvom kvadrantu, u opxtem sluqaju, mo�e izraqunati
samo pribli�no, uzimaju�i konaqan broj sabiraka, tako da grexka bude ma�a od unapred
zadatog broja.

Neka je c = 1√
2
. Tada je du�ina luka elipse, s numeriqkim ekscentricitetom 1√

2
, u

prvom kvadrantu jednaka

E

(
1√
2

)
=
π

2

(
1− 1

8
− 3

256
− 5

2048
− 175

262144
− 441

2097152
− · · ·

)
.

Ukoliko bismo sabrali samo napisane qlanove, za apsolutnu vrednost ostatka dobili
bismo procenu(11 !!

12 !!

)2
· π

11 · 27
+
(13 !!
14 !!

)2
· π

13 · 28
+ · · · <

(11 !!
12 !!

)2
· π

11 · 27
(
1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·

)
< 0, 00023,
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xto je i gor�a granica grexke koju qinimo, pa je∣∣∣∣∣E( 1√
2

)
− π

2

(
1− 1

8
− 3

256
− 5

2048
− 175

262144
− 441

2097152

) ∣∣∣∣∣ < 0, 00023.

S obzirom na to da je 0, 00023 < 0, 001, sabira�em prvih xest qlanova reda, dobi�emo sig-

urno prve tri decimale taqne. Kako je �ihova suma jednaka
1803471π

4194304
, uzimaju�i za broj

π pribli�no 3, 14159, qinimo grexku ma�u od 0, 0000027, pa pribli�na vrednost zbira
prvih xest qlanova reda na pet decimala iznosi 1, 35082, xto znaqi da je pribli�na

vrednost broja E
( 1√

2

)
s tri taqne decimale jednaka 1, 350.

1.1 Povrxina omotaqa obrtnih tela

Pretpostavimo da luk
⌢
AB krive definisan funkcijom y = f(x) > 0, qiji izvod

je neprekidan na [α, β] rotira oko ose x. Izraquna�emo povrxinu omotaqa tako

nastalog obrtnog tela.

Neka je taqkama α = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn = β izvrxena

proizvo	na podela P segmenta [a, b]. �oj odgovara podela luka
⌢
AB na lukove

⌢
AT1

,
⌢
T1T2, . . . ,

⌢
Tk−1Tk, . . . ,

⌢
Tn−1B. Spaja�em �ihovih krajeva dobija se poligonalna

linija. Prilikom rotacije, svaki deo ove linije opisa�e omotaq zarub	ene kupe,

a povrxina ovog omotaqa je πs(r+R), gde je s izvodnica kupe. Uoqimo da vrednosti
f(xk) i f(xk−1) predstav	aju ve�i i ma�i polupreqnik zarub	ene kupe, tako da

je povrxina omotaqa svake od zarub	enih kupa jednaka πsk(f(xk) + f(xk−1)), gde
je du�ina dela poligonalne linije sk, koja povezuje taqke Tk−1 i Tk, jednaka

sk =
√

(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2 =
√

1 + f ′2(ξk)∆xk, ∆xk = xk − xk−1,

gde je ξk ∈ (xk−1, xk), pri qemu smo primenili Lagran�ovu teoremu o sred�oj

vrednosti. Ukupna povrxina M omotaqa svih zarub	enih kupa pri proizvo	noj

podeli P jednaka je

M = π

n∑
k=1

(f(xk) + f(xk−1))
√

1 + f ′2(ξk)∆xk.

Sumu na desnoj strani mo�emo predstaviti u obliku dve sume

M = π

n∑
k=1

(f(xk)− f(ξk) + f(xk−1)− f(ξk))
√

1 + f ′2(ξk)∆xk

+2π

n∑
k=1

f(ξk)
√

1 + f ′2(ξk)∆xk.

(2)

S obzirom da je funkcija f(x) neprekidna, prva suma u (2) se mo�e uqiniti

proizvo	no malom (kako?) za ∥P∥ < δ, pri qemu je δ > 0 proizvo	no malo.
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Kako je funkcija f(x)
√

1 + f ′2(x) integrabilna (zaxto?), to je

lim
∥P∥→0

2π

n∑
k=1

f(ξk)
√

1 + f ′2(ξk)∆xk = 2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x) dx.

Na taj naqin, povrxina omotaqa jednaka je

2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x) dx,

Primer 1.2 Kru�nica x2 + (y − 2)2 = 1 rotira oko ose x i
obrazuje torus. Da bismo izraqunali povrxinu torusa, najpre
odre�ujemo parametarske jedanqine date kru�nice x = cos t,
y = 2 + sin t, t ∈ [0, 2π]. Prema izvedenom obrascu, povrxina
torusa jednaka je

2π

∫ 2π

0

(2 + sin t)
√
sin2 t+ cos2 t dt = 2π

∫ 2π

0

(2 + sin t) dt = 8π2.

Ukoliko je luk dat parametarskim jednaqinama φ(t) i ψ(t), t ∈ [α, β], povrxina
omotaqa obrtnog tela jednaka je

2π

∫ β

α
ψ(t)

√
φ′2(t) + ψ′2(t) dt.

a u sluqaju da je luk dat u polarnim koordinatama jednaqinom r = f(θ), povrxina
omotaqa obrtnog tela je

2π

∫ b

a
r sin θ

√
r2 + r′2 dθ.

1.2 Primena na izraqunava�e graniqnih vrednosti

Uz pomo� odre�enih integrala mo�e se izraqunati graniqna vrednost nekih ni-

zova, ispitati konvergencija mnogih redova, a i na�i procena �ihove sume. Pri-

menimo metod integralne sume na brojevne nizove.

Primer 1.3 Potra�imo graniqnu vrednost

lim
n→∞

( 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
.

Napiximo ovu graniqnu vrednost u obliku

lim
n→∞

n∑
k=1

1

1 + k
n

· 1
n
,
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i podelimo segment [0, 1] taqkama x0 = 0, x1 =
1

n
, x2 =

2

n
, . . . , xn =

n

n
= 1 na n jednakih

delova. Neka funkcija f(x) =
1

1 + x
uzima vrednosti u ovim taqkama. Na taj naqin,

gor�a suma predstav	a integralnu sumu za ovu funkciju, pri qemu je ∆xk =
1

n
, pa je

tra�ena graniqna vrednost integral

∫ 1

0

dx

1 + x
= ln(1 + x)

∣∣∣1
0
= ln 2.

Ovaj rezultat mo�emo iskoristiti da na jox jedan naqin na�emo sumu reda

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
.

Naime,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= lim

n→∞

2n∑
k=1

(−1)k−1

k
= lim

n→∞

(
1− 1

2
+

1

3
+ · · · − 1

2n

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n
− 2
(1
2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

))
= lim

n→∞

( 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
= ln 2.

Primer 1.4 Prime�uju�i sliqan postupak, nalazimo graniqnu vrednost

lim
n→∞

( n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)
.

Izraz u zagradi napiximo na slede�i naqin

n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2
=

1

1 + ( 1n )
2
· 1
n
+

1

1 + ( 2n )
2
· 1
n
+ · · ·+ 1

1 + (nn )
2
· 1
n

Podelimo segment [0, 1] taqkama x0 = 0, x1 =
1

n
, x2 =

2

n
, . . . , xn =

n

n
= 1 na n jednakih

delova. Neka funkcija f(x) =
1

1 + x2
uzima vrednosti u ovim taqkama. Znaqi, suma

na desnoj strani posled�e jednakosti predstav	a integralnu sumu za ovu funkciju, pri

qemu je ∆xk =
1

n
, pa je tra�ena graniqna vrednost integral

∫ 1

0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣1
0
=
π

4
.

Primer 1.5 Polaze�i od ranije izvedenih rekurzivnih relacija, na�i �emo graniqne
vrednosti nekih nizova.

Za 0 6 x 6 π/2 va�i dvostruka nejednakost sin2n+1 x 6 sin2n x 6 sin2n−1 x. Na osnovu
osobine monotonije kod odre�enog integrala imamo∫ π/2

0

sin2n+1 x dx 6
∫ π/2

0

sin2n x dx 6
∫ π/2

0

sin2n−1 x dx.

Kako je S2n+1 6 S2n 6 S2n−1, to jest

(2n)!!

(2n+ 1)!!
6 (2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2
6 (2n− 2)!!

(2n− 1)!!
,

odakle sledi ( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 2

2n+ 1
6 π 6

( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 1
n
.
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Niz na levoj strani je rastu�i, dok je niz na desnoj strani opadaju�i, a za �ihovu razliku
va�i procena ( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 1

n(2n+ 1)
6 π

2n
,

pa ona te�i nuli kada n → ∞. Kako su krajevi umetnutih segmenata nizovi, a du�ina
ovih segmenata te�i nuli i postoji taqno jedan broj koji se nalazi u svima �ima, a ovom
sluqaju to je broj π. Znaqi,

lim
n→∞

( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 2

2n+ 1
= lim

n→∞

( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 1
n
= π.

Ovo je Valisova formula (John Wallis (1616-1703), engleski matematiqar) i ona ima
istorijski znaqaj, jer je �ome broj π po prvi put dobijen kao graniqna vrednost niza s
racionalnim qlanovima, a u narednom primeru izraqunavamo pribli�nu vrednost ovog
broja.

Primer 1.6 Funkciju f(x) = arctg x najpre predstav	amo Maklorenovim redom. Kako
je geometrijski red konvergentan za |x| < 1, imamo

(arctg x)′ =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · ·+ (−1)nx2n + · · · .

Koristimo qi�enicu da se stepeni red mo�e integraliti qlan po qlan

arctg x =

∫ x

0

dt

1 + t2
=

∫ x

0

∞∑
n=1

(−1)n−1t2n−2 dt =
∞∑

n=1

(−1)n−1

∫ x

0

t2n−2 dt =
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
x2n−1

za x ∈ (−1, 1]. Ako se stavi x = 1, dobija se naizmeniqni red koji dosta sporo konvergira

broju
π

4
. Da bismo ubrzali ovu konvergenciju, uzimamo x =

1

5
i oznaqavamo arctg

1

5
= α.

Tada je tgα =
1

5
, i dobijamo tg 2α =

2 tgα

1− tg2 α
=

5

12
, tg 4α =

2 tg 2α

1− tg2 2α
=

120

119
. S

obzirom da je vrednost posled�eg razlomka bliska broju 1, i ugao 4α je blizak uglu
π

4
.

Znaju�i da je tg
(
4α − π

4

)
=

tg 4α− tg π
4

1 + tg 4α tg π
4

=
1

239
, dobijamo 4α − π

4
= arctg

1

239
, odnosno

π = 16 arctg
1

5
− 4 arctg

1

239
. Zame�uju�i u Maklorenovom razvoju funkcije arctg x najpre

x =
1

5
, zatim x =

1

239
, dolazimo do formule

π = 16

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
· 1

52n−1
− 4

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
· 1

2392n−1
,

za brzo izraqunava�e broja π. Ako sa R
(1)
n i R

(2)
n oznaqimo ostatke ovih redova, na osnovu

nejednakosti
∣∣R(1)

4

∣∣ < 1

9
· 1

59
<

1

107
i
∣∣R(2)

2

∣∣ < 1

5
· 1

2395
<

1

1012
, zak	uqujemo da je dovo	no

je uzeti prva qetiri qlana prvog i prva dva qlana drugog reda, da bi se dobila taqnost

na xest decimala, s obzirom na to da je
∣∣R(1)

4

∣∣+ ∣∣R(2)
2

∣∣ < 10−6. Na taj naqin je

16

(
1

5
− 1

3
· 1

53
+

1

5
· 1

55
− 1

7
· 1

57

)
− 4

(
1

239
− 1

3
· 1

2393

)
=

5181632

1640625
− 685448

40955757
= 3, 141592,

xto je pribli�na vrednost broja π s taqnih xest decimala.
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Primer 1.7 Koristimo Valisovu formulu da bismo izraqunali graniqnu vrednost
niza {xn}n∈N qiji opxti qlan je

xn =
(n
e

)n √
n

n!
.

Ispitajmo �egovu monotoniju. Kako je

xn+1

xn
=

1

e
·
(
1 +

1

n

)n+ 1
2

=
1

e
· e(n+ 1

2 ) ln(1+
1
n ) = e(n+

1
2 )
(
ln(1+ 1

n )− 2
2n+1

)
,

potrebno je razmotriti znak izraza ln
(
1 +

1

n

)
− 2

2n+ 1
, jer ukoliko je pozitivan, niz

{xn}n∈N bi�e rastu�i, u suprotnom, opadaju�i. U tom ci	u posmatramo funkciju

f(x) = ln
(
1 +

1

x

)
− 2

2x+ 1
.

Kako je f ′(x) = − 1

x(x+ 1)(2x+ 1)2
< 0, ona je opadaju�a za x > 0. Pored toga, f( 12 ) > 0,

jer je ln 3 > 1, zbog 3 > e, i lim
x→+∞

f(x) = 0, pa zak	uqujemo da je f(x) > 0 za x > 0, a iz te

qi�enice da je niz xn rastu�i. Znaqi, niz {zn}n∈N =
{ 1

xn

}
n∈N

je opadaju�i, a s obzirom

da je pozitivan, ograniqen je s do�e strane, tako da je konvregentan. Oznaqimo �egovu
graniqnu vrednost sa c. Tada je

lim
n→∞

z2n
z2n

= lim
n→∞

√
2 · 2

2n(n!)2

(2n)!
√
n
=
c2

c
= c.

Kako je 22n(n!)2 = (2nn!)2 = (2n(2n − 2) · · · 4 · 2)2, a 2n! = 2n(2n − 1)(2n − 2) · · · 4 · 3 · 2 · 1,
na osnovu Valisove formule, nalazimo da je

lim
n→∞

√
2 · 2

2n(n!)2

(2n)!
√
n
=

√
2 lim
n→∞

(2n)!!

(2n− 1)!!
√
n
=

√
2 lim
n→∞

√( (2n)!!

(2n− 1)!!

)2
· 1
n
=

√
2 ·

√
π =

√
2π.

Na taj naqin je c = lim
n→∞

zn =
√
2π i lim

n→∞
xn =

1√
2π

.

Na osnovu graniqne vrednosti niza {xn}n∈N, dobija seSterlingova formula (James
Stirling (1692{1770), xkotski matematiqar)

n! ∼
(n
e

)n √
2nπ.

1.3 Primena na redove

Odre�ene integrale koristimo da bismo ispitali konvergenciju pozitivnog bro-

jevnog reda
∞∑
n=1

an. U narednoj teoremi uspostav	a se Koxijev integralni

kriterijum za konvergenciju ovog reda.
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Teorema 1.1 Brojevni red

∞∑
n=1

an, gde je an = f(n), a f(x) je pozitivna, opadaju�a

i neprekidna funkcija za x > 1, konvergira ili divergira, prema tome da li

je graniqna vrednost funkcije F (x) =

∫ x

1
f(t) dt, kada x → +∞, konaqna ili

beskonaqna.

I Kako je funkcija f(x) neprekidna, ona je integrabilna na svakom segmentu

[1, x], pa je F (x) =

∫ x

1
f(t) dt �ena primitivna funkcija, to jest F ′(x) = f(x) > 0,

odakle sledi da je F (x) rastu�a funkcija, i lim
x→+∞

F (x) je konaqan ili beskonaqan

broj. S obzirom na to da je F (1) = 0, to je F (n + 1) =
n∑

k=1

(F (k + 1) − F (k))

parcijalna suma reda
∞∑
n=1

(F (n + 1) − F (n)). Primenom Lagran�ove teoreme o

sred�oj vrednosti, nalazimo

F (n+ 1)− F (n) = f(n+ θn), 0 < θn < 1.

Kako je funkcija f(x) opadaju�a, uzimaju�i u obzir da je an = f(n), zak	uqujemo

an+1 = f(n+ 1) < F (n+ 1)− F (n) < f(n) = an. (3)

Stoga, na osnovu poredbenog kriterijuma za redove, red
∞∑
n=1

an konvergira ili

divergira, u zavisnosti od toga da li red
∞∑
n=1

(F (n+1)−F (n)), odnosno niz �egovih

parcijalnih suma F (n+ 1), konvergira ili divergira. Me�utim, za svaki x > 1,
postoji n ∈ N, takav da je n 6 x < n + 1, pa je F (n) 6 F (x) < F (n + 1), i sledi

lim
n→+∞

F (n) = lim
x→+∞

F (x) = lim
n→+∞

F (n+ 1). J

Primer 1.8 Red

∞∑
n=1

1

(n+ 1)
√
n
konvregira, jer, na osnovu Koxijevog integralnog kri-

terijuma, funkcija

F (x) =

∫ x

1

1

(t+ 1)
√
t
dt = 2

∫ x

1

1

(1 + (
√
t)2)

d(
√
t) = 2 arctg

√
t
∣∣∣x
1
= 2arctg

√
x− π

2

ima konaqnu graniqnu vrednost lim
x→+∞

F (x) = π/2.

Osla�aju�i se na nejednakosti (3), mo�emo proceniti gor�u granicu sume ovog reda.

Iz nejednakosti a2 + a3 + · · · + an + · · · <
∞∑

n=1
(F (n + 1) − F (n)) = π

2 , dodava�em obema

stranama a1 = 1/2, sledi
∞∑

n=1

1

(n+ 1)
√
n
<

1

2
(π + 1).
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Primer 1.9 Primenom Koxijevog integralnog kriterijuma lako je pokazati divergen-

ciju harmonijskog reda

∞∑
n=1

1

n
, jer funkcija F (x) =

∫ x

1

1

t
dt = lnx nema konaqnu graniqnu

vrednost, lim
x→+∞

F (x) = +∞. U sluqaju uopxtenog harmonijskog reda

∞∑
n=1

1

ns
, primenom

Koxijevog integralnog pokazujemo da funkcija

F (x) =

∫ x

1

1

ts
dt =

1

1− s
(x1−s − 1)

ima konaqnu graniqnu vrednost, lim
x→+∞

F (x) = 1/(s−1) za s > 1. U ovom sluqaju, koriste�i

postupak iz prethodnog primera, nalazimo procenu gor�e granice sume uopxtenog har-

monijskog reda

∞∑
n=1

1

ns
<

s

s− 1
. Za s 6 1 ovaj red divergira jer je lim

x→+∞
F (x) = +∞.


