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- Vektorska formulacija momenta sile u odnosu na tacku

- AnalitiCki nacin odredivanja momenta sile u odnosu na
tacku

- Moment sile u odnosu na osu

- AnalitiCki nacin odredivanja momenta sile u odnosu na
ose

- Z.avisnost izmedu momenta sile u odnosu na tacku i
momenta sile u odnosu na osu

- Ekvivalentnost spregova
- Slaganje spregova u prostoru
- Uslovi ravnoteze spregova u prostoru



MOMENT SILE U ODNOSU NA TACKU

Dejstva sila ne zavise samo od njihovih intenziteta i
pravaca, vec i od obrtnih efekata koje one izazivaju.

Poznato je iz svakodnevnog zivota da mnoga tela
pod dejstvom sila, tj. pod uticajem drugih tela vrse
obrtna Kretanja.

Mehanicke veliCine kojima se definiSe obrtno dejstvo
sile su moment sile u odnosu na tacku, moment sile u
odnosu na osu i spreg sila.

Str 99-115 knjiga MOMENT SILE U ODNOSU NA TACKU
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MOMENT SILE U ODNOSU NA TACKU

Momentna tacka
. Krak sile l
Sila F tezi da izazove obrtanje
kljuca oko tacke O, odnosno oko \
ose z koja prolazi kroz tacku O 1 b
upravna je na ravan obrtanja.
Ovu ravan Cine tacka obrtanja O 1 =2 &, Pozitivan smer
napadna linija sile F I

Ravan obrtanja- —
Ravan dejstva momenta

Sto je veca sila ili normalno rastojanje h izmedu tacke O i napadne
linije sile, veci je intenzitet tog obrtanja
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Intenzitet momenta zavisi od intenziteta sile koja izaziva rotaciju
i duzine kraka h. ~
M, (F)=+Fh

Smer je pozitivan ako tezi da obrne telo u smeru suprotnom obrtanju
kazaljke na satu (pozitivan matematicki smer), a negativan ako tezi da obrne
telo u smeru obrtanja kazaljke na satu. Smer se moze odrediti pravilom desne
ruke.

Moment sile je vektor
jer ga karakteriSe

* Pravac

* Intenzitet

* Smer
Moment sile se ne menja ako se sila
premesti u bilo koji poloZaj duz njene
napadne linije, jer proizvod F h ostaje

pozitivan | Mo(F) A
negativan '8 nepromenjen.
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|
| —
|
|

M. (F)

Moment sil¢ u odnosu na tacku se ilustruje kruznom linijom sa
strelicom, 0dnosno kruznom linijom sa strelicom i vektorom
da bi se razlikovao od vektora sile.
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VEKTORSKA FORMULACIJA MON[ENTA SILE U
ODNOSU NA TACKU |

Prostorna sila koja deluje u tacki A tela

Vektor poloZaja tacke A, Ciji je pocCetak u tacki O, oko koje telo moze da

=

se obrce il =
Mo (F) =7 xF
Moment sile Fu odnosu na tacku O jednak je Vektorskom pr01zvodu vektora

polozaja i sile.

Str 107-115 knjiga MOMENT SILE U ODNOSU NA TACKU
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- vektorski proizvod dva vektora treci
vektor Koji je po intenzitetu jednak:

MO(F)szsinO

rsin®=h

M, (F)=Fh

Pravac vektora definisanog vektorskim
proizvodom je pravac normale povucene kroz
tacku O na ravan vektora T i F tj. naravan
obrtanja OAB.

Smer momenta sile u odnosu na tacku je
odreden pravilom desnog zavrtnja, 1li desne
ruke, kao Sto se primenjuje kod vektorskog
proizvoda.
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Analiticki nacin odredivanja momenta sile u odnosu na tacku
- Odredivanje momenta sile za taCku pomocu vektorskog proizvoda

t=xisyy+zk, X, y 1z koordinate napadne tacke sile
F=X7+Y]’+Zl€, X, Y i Z projekcije sile na ose
e e
Mo(F):fozx iy Z MO(F)=(yZ—ZY);+(ZX—XZ)]+(XY—YX)]€
24108 e A
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Mo (F)=(yZ-2Y)i +(zX-xZ)j+(xY-yX)k

komponente vektora momenta sile u odnosu na tacku u pravcu koordinatnih osa

analiticki 1zrazi momenta sile u odnosu na tacku O

o (F)

Ako su projekcije vektora
momenta sile u odnosu na
tacku poznate intenzitet
vektora momenta sile u
odnosu na tacku, kao 1 njegov

pravac se sracunavaju kao:

=M, (F)= \/(MOX (F))Z + (MOy (F))

[\
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Ukoliko se momentna tacka ne nalazi u koordinatnom pocetku moze se odrediti
moment sile u odnosu na tacku definisanjem vektora poloZaja na osnovu
poznatih koordinata tacke u kojoj deluje sila (na primer B) 1 koordinata
momentne tacke (na primer A):

—

I :(XB_XA);_F(YB_YA)}:_F(ZB _ZA)E

U tom slucaju moment sile u odnosu na tacku A je:

ol
~.
=~

MA(F):fABXF:XB_XA Y = YA Zp—Z,|T
X A% Z

:[(YB —yA)Z—(ZB SYAREE a7
-I-|:(ZB —ZA)X—(XB —XA)Z]]'Jr
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Primeri odredivanja vektora momenta sile u odnosu na tacku

Sila intenziteta 2 kN lezi u ravni xOy, paralelna je sa osom x 1 deluje u tacki A, Cije
su koordinate (6 m, 4 m, 0). Odrediti vektor momenta sile u odnosu na tacku O.

Yy

4m
FIN
Ol
A 2 N P
Mo(F)=fxF=|x y z|=|6 4 0/=8k (kNm)
XY 7 -2 00
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Varinjonova teorema o momentu rezultante prostornog
sistema suceonih sila u odnosu na tacku

Moment rezultante prostornog sistema suceljnih sila u odnosu na bilo
koju tafku jednak je vektorskom (geometrijskom) zbiru momenata
komponenata u odnosu na istu tacku.

Az

F, ﬁﬂ
/
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MOMENT SILE U ODNOSU NA OSU

Mehanicka veli¢ina kojom se definiSe obrtno dejstvo sile u
odnosu na osu naziva se momentom sile u odnosu na osu.

Ovo je joS jedan od osnovnih pojmova statike.
. Da b1 se odredio moment date sile F u

-| B odnosu na osu z postavi se kroz tacku A
ravan xQy, koja je upravna na osu z, 1
razloZi se sila na dve komponente: u ravni
F xOy 1 u pravcu ose z. Komponenta u

_ pravcu ose z nema obrtni efekat oko ose z,
“veé samo tezi da pomeri telo u pravcu ose
z, Sto znaci da je celokupni obrtni efekat
date sile u odnosu na osu z jednak obrtnom
efektu komponente F,, koja lezi u ravni
xOy upravnoj na osu z

e Ay I RS PR L e | S Ay L
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Moment sile u odnosu na osu z 1zaziva obrtanje oko te ose, Sto
znaci da je ravan obrtanja xOy. Intenzitet momenta sile u odnosu
na osu odreduje se analogno intenzitetu momenta sile u odnosu
na tacku:

A

2| B M, (F)=%F h

Moment sile za osu je jednak
proizvodu projekcije sile na
ravan upravnu na osu i
duzZine normale spuStene iz
presecne tacke ose i ravni na
pravac projekcije sile.
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—_

Kako je moment sile ny u odnosu na osu z isti kao moment sile ny
u odnosu na tacku O, u kojoj osa z prodire ravan xOy (normalno
- rastojanje izmedu napadne linije sile 1 ose z, odnosno tacke O je
1sto), to je:

z| B

A M, (E,)=M
)=M
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Moment sile za osu je skalarna veliina

Moment sile za osu je pozitivan
ako, gledano 1z pozitivnog kraja
ose, projekcija sile ho¢e da okrene
telo u smeru suprotnom od
smera kazaljke na satu, dnosno,
ako se, gledano prema vrhu ose
vidi obrtanje projekcije sile u
smeru dasnog zavrtnja.
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Moment sile za osu je jednak dvostrukoj povrsini trougla Cija je
osnovica projekcija sile na ravan, koja je upravna na osu, a vrh

mu je u tacki prodora ose i normalne ravni.
A

z| B
| (F) =+2-povisSinaAOA'B'=xF_h

Da bi se 1zraunao moment sile u odnosu
na osu treba postaviti ravan normalnu na
osu u bilo kojoj tacki te ose, projektovati
silu na tu ravan i sracunati veliCinu te
projekcije, povuci normalu iz tacke
prodora O na napadnu liniju projekcije sile
na ravan 1 odrediti duzinu kraka h,
izraCunati proizvod projekcije 1 kraka 1
odrediti znak momenta.




1.5.2020. 19

Moment sile za osu je:

Jednak nuli ako je sila
paralelna sa osom
(sila i osa leZe u istoj

Jednak nuli ako napadna

linija sile se¢e osu h=0
[

ako je sila normalna na osuj
moment sile za osu je jednak
proizvodu intenziteta sile i

rastojanja izmedu sile i ose
jer je ny =F

Zakljucak koji je posledica prva dva navedena
sluaja je da je moment sile u odnosu na osu
jednak nuli ako sila i osa leze u istoj ravni

(sila je ili paralelna sa osom ili je sece).
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ANALITICKI NACIN ODREDIVANJA MOMENTA

V4

SILE U ODNOSU NA KOORDINATNE OSE

Da bi odredili moment sile F u odnosu na
koordinatnu osu z, treba projektovati silu F
na ravan xQOy, a zatim komponentu F,
razloziti na komponente

Analognim putem se odreduju 1 momenti sile u odnosuna ose x 1y

MX(F)zyZ—zY, N

—

My(F)sz—xZ,

Izrazi za odredivanje momenta sile u odnosu na
koordinatne ose analitickim putem

M, (F)=xY-yX
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VARINJONOVA TEOREMA O MOMENTU
REZULTANTE SISTEMA SUCEONIH SILA U

ODNOSU NA OSU

Varinjonova teorema za sistem
suceonih sila u odnosu na osu se
dokazuje potpuno analogno dokazu za
K, tacku, pokazanom u 13. Analiticki
1zraz za moment rezultante u odnosu
" na osu x glasi:

MX( R ) = Z M. (* ) » moment rezultante

sistema suceonih sila u
odnosu na osu x

» uodnosunaoseyiz
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ZAVISNOST IZMEDU MOMENTA SILE U ODNOSLU
NA TACKU I MOMENTA SILE U ODNOSU NA OSU

. ,_____; Moment ove sile u odnosu na
4

i
i
’ : tacku O je vektor koji je upravan i
— ' na ravan OAB — intenzitet ovog i

Ako se kroz tacku O postavi ravan
xQOy, upravna na osu z, 1 na nju
projektuje sila, onda ¢e moment te
sile u odnosu na osu z biti:

Ugao izmedu ravni u kojima leze ovi trouglovi, jednak je uglu y izmedu normala na te ravni, pa je:

povrSina AOA'B'=povrSina AOAB cosy /-2
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2povrSina AOA'B'=2povrSina AOAB cosy

M, (F) Mo (F)

(-

—~

Mo, (F)

—
M, (F) =M, (F)cosy

M, (F)=M, =M, (F)cosy =M,, (F)

Moment sile u odnosu na osu kroz posmatranu tacku jednak je
projekciji momenta sile u odnosu na tacku na tu osu.

M, (F)=(yz-zY), Mo, (F)=(yz-=2Y), M, (F)
A(F).

M, (F)=(2X-x2), Mo, (F)=(2X-x2). »MHF) i

M, (F)=(xY-yX), M, ,(F)=(xY-yX), M, (F)

U o[ S

M,
M,
M,
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SPREG SILA

- Spreg sila je sistem od dve paralelne sile istog
intenziteta, suprotnih smerova, koje deluju na
medusobnom rastojanju d.

- Sistem sila, koji obrazuje spreg, oCigledno se ne
nalazi u ravnotezi (nije zadovoljena aksioma dva),
iako je rezultanta sprega sila jednaka nuli.

Str 130-143 knjiga
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SPREG SILA

Kako je rezultanta sila sprega jednaka nuli, dejstvo sprega na
telo se svodi na obrtni efekat koji zavisi od:

- intenziteta sila sprega F i duzine kraka d;
- poloZaja ravni dejstva sprega;
- smera obrtanja sprega.

Moment izazvan spregom sila zove se moment sprega.

ravan dejstva sprega _ =,

m==xFd
sprega
F .
Pozitivan moment sprega Negativan moment sprega
spreg tezi da obrne telo u smeru spreg teZi da obrne telo u smeru

suprotnom obrtanju kazaljke na satu obrtanja kazaljke na satu
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VEKTOR MOMENTA SPREG SILA

Intenzitet momenta sprega sila jednak je proizvodu intanziteta jedne
od sila 1 normalnog rastojanja izmedu napadnih linija sila sprega:

Za odredivanje obrtnog dejstva, koje 1zaziva spreg sila,
potrebno je poznavati intenzitet momenta sprega sila, ravan
dejstva sprega i smer obrtanja u toj ravni. Prema tome
moment sprega sila je Vektorska velicina 1 obelezava se sa

—>

L
lﬁ;

Moment sprega sila, kao
1 moment sile, meri se u
Pozitivan znak vektora momenta sprega — njutnmetrima.

obrtanje u smeru desnog zavrtnja
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Odrediti moment sprega sila koji deluje na cev. Cev OAB je u
horizontalnoj ravni, dok su sile sprega paralelne sa osom z.

Primer

Sile sprega se nalaze u ravni xOz tako da izazivaju obrtanje u toj ravni, tj. oko ose
y, normalne na ravan. Intenzitet momenta sprega je:

m=Fd=5-1=5 kNm

Primenjuju¢i pravilo desne ruke, ili
desnog zavrtnja zakljuCuje se da je
moment sprega negativan, tj. usmeren u
negatinom smeru ose Yy, pa vektor
momenta datog sprega glasi:
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EKVIVALENTNOST SPREGOVA SILA

Dva sprega su ekvivalentna ako imaju isto dejstvo na telo —
ako imaju isti pravac (iste ravni dejstva spregova ili paralelne
ravni dejstva), iste intenzitete i iste smerove.

Ekvivalentnost je znaci ispunjena ako je:




—

I, Dat je spreg sila (F,F,) uravni 7, &ji je krak AB.

Tacke A 1 B se projektuju na ravan wt, paralelnu ravni ,
_ tako da se dobijaju tacke A' i B'.

(F,E")=0  (F,E)=0

F,E",F" F' suistog intenziteta i paralelne silama
datog sprega
="

F+F" =R F +E
(R,R,)=0

=R,

Dobijen je spreg sila (F,E') uravnim,
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Osobine spregova sila:

Spr

Za

nov i paralelnoj ravni, da je smer
dej oizvod sile i kraka) isti.

Dejstvo sprega na telo se ne menja ako se u
njegovoj ravni premesti u proizvoljni polozaj.

gu se moze menjati intenzitet sila ili
ga, a da se pri tom moment spre
eni.




1.5.2020. 31

Dejstvo datog sprega sila na telo se ne menja ako se istovremeno
promeni intenzitet sila sprega 1 krak sprega tako da moment sprega
ostane nepromenjen. Intenzitet sile F, ako je poznat krak sprega
d,, moze da se odredi na osnovu izraza

m

F, =—
2 d

Spreg sila se moze premestiti u bilo koju ravan, paralelnu
ravni dejstva, pri cemu se dejstvo sprega sila na telo ne
menja, jer se pri premestanju sprega sila u paralelnu ravan
ne menja vektor momenta sprega:

m, = n,



SLAGANJE I RAVNOTEZA SPREGOVA U PROSTORU

PosSto su momenti spregova slobodni vektori, oni mogu da se premeste u bilo
koju taCku A na telu 1 da se vektorski saberu.

—»
m,

Dva sprega sila koji deluju u razli¢itim ravnima tela mogu da se zamene
njithovim odgovaraju¢im momentima a onda ova dva slobodna vektora mogu da
se premeste u proizvoljnu tacku A 1 saberu kako bi se dobio rezultuju¢i moment
sprega 5 W | e

m = m, T m,

Dva sprega, koji leZe u razlic¢itim ravnima, ekvivalentni su
jednom spregu, ¢iji je moment jednak vektorskom

. (geometrijskom) zbiru momenata datih spregova.
Str 135 knjiga
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AKko viSe od dva sprega sila deluje na telo vektor
momenta rezultujuceg sprega je:

=

m= m
=1
Da bi sistem spregova bio u ravnotezi moment
rezultujuceg sprega mora biti jednak nuli:

n
m=> n, =0
i=1

Uslov ravnoteze sistema spregova u prostoru je da poligon
konstruisan od vektora koji predstavljaju momente
spregova, koji deluju na kruto telo, mora biti zatvoren.
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PROIZVOLJNI SISTEMI SILA U

PROSTORU

Str 243-266 knjiga Poglavije 11 — PROIZVOLJNI SISTEMI SILA U PROSTORU
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REDUKCIJA SILE U TACKU

Teorema o redukciji sile u tacku: Sila, koja deluje na kruto telo, se moze

premestiti (redukovati) paralelno u bilo koju tacku tela van njene napadne
linije ako se pri tome doda spreg, Ciji je moment jednak momentu te si
odnosu na tacku u koju se sila prenosi.

ektor momenty
sprega je uprava
na ravan dejstva
sprega, a njegov
Intenzitet je

ako je moment sile F
odnosu na tacku O intenzi

1 predstavlja vektor ypravan
na ravan koja sadrzj silu F i

\\ M, (F)=Fh

Dejstvo ove sile se ne menja,
ako se u bilo kojoj tacki O

doda uravnotezeni sistem sila [F, i F
na osnovu A3, pri ¢emu je

moment sprega jednak je
momentu sile u odnosu
Str 145 knjiga Poglavlje 6.1 — Redukcija sile u tacku na tacku

—_—

=i ()
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REDUKCIJA PROSTORNOG SISTEMA SILA U TACKU

Teorema o redukciji prostornog sistema sila u ravni u tacku: svaki prostorm
sistem sila, koji deluje na kruto telo, moZze se zameniti jednom silom R’
(redukciona rezultanta), koja je jednaka vektorskom zbiru svih sila sistema —
glavnom vektoru R’ sa napadnom taCkom O 1 jednim spregom sila (rezultujuci
redukcioni spreg), ¢iji je moment 7 jednak vektorskom zbiru momenata
komponentnih spregova, tj. glavnom momentu Mo sistema sila u odnosu na

tacku O.
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Dobija se sistem suceonil
sila paralelno prenesenih u

redukcionu tacku O 1 sistem
edukcionih spregova

Svaka od sila moze
redukovati u tacku O
primenom teoreme o
redukciji jedne sile u
tacku

Momenti spregova su
m,,m,,..., m jednaki momentima sila u
odnosu na redukcionu tacku

7 =Mo(E) = <E,
o =Mo(F,) =E E,

7 =Mo(E ) =T xE,

i, =Mo E, | =T xE

Sile koje deluju u tacki O mogu
se zameniti jednom silom,
redukcionom rezultantom:

glavni vektor jednak je
geometrijskom

o Redukciona rezultanta jednaka je glavnom
(vektorskom) zbiru sila

vektoru sa napadnom tackom u redukcionoj tacki
O, zbog ¢ega se i zove redukciona rezultanta
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Sistem spregova se moze
sloziti ¢ime se dobija
rezultujuci redukcioni spreg,
C1ji je moment

n_;lR: ﬁ’l:ZMO(E): TIX_;
Moment rezultuju¢eg redukcionog sprega \ = =l =
jednak je vektorskom (geometrijskom) zbiru Y& S e =
momenata redukcionih spregova. e = L7 = Z wile ( i) =hile

Vektorski zbir momenata svih sila
sistema u odnosu na proizvoljnu tacku
O naziva se glavni moment sistema

sila u odnosu na tacku O Mo = ZHZMO (E)
i=1

moment rezultujuceg
redukcionog sprega jednak
glavnom momentu
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ODREDIVANJE GLAVNOG VEKTORA I GLAVNOG
MOMENTA ANALITICKIM PUTEM

U slucaju proizvoljnog prostornog sistema sila odredivanje glavnog vektora 1
glavnog momenta se ne vrsi konstrukcijom poligona sila s obzirom da je tesko
konstruisati prostorni poligon, ve¢ analitiCkim putem.

Z

—>, n —
R/ R = E E,
o
~ / .
// \\\ //
/ N /

n n
!
1_3” XR :ZXIZZECOSGHQ
Y - =1 i=I « 1 e
B R’ n 0 projekcije glavnog
Y »—> ' k
. & VR Yy = ZYi = ZFi cosf3;, vektora na
K - = koordinatne ose
n n
!
* Zy :ZZi:ZFiCOSyia

INTENZITET ; - ; L e
GLAVNOG R'=R*=\/(XR') +(YR') +(ZR') =\/(ZX1] +(2Yi] +(ZZJ
VEKTORA i i i

PRAVAC X 1 Y ; 7 ’
GLAVNOG | cosa, =— - ,
VEKTORA R R R
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Intenzitet, pravac i smer glavnog vektora ne zavise od izbora redukcione tacke,
jer poligon sila ostaje nepromenjen bez obzira u koju se tacku tela sile sistema
redukuju.

Glavni moment zavisi od izbora redukcione tacke. Pri promeni redukcione tacke,
zbog promene vektora poloZaja napadnih tacaka sila u odnosu na redukcionu tacku,
doc¢i do promene glavnog momenta.

7
A T T A -
//// //// | 1
’ Oz /
1L ______________
|
| | |
| | | . .
i y Efl | Analiti¢ki postupak za odredivanje glavnog
| 0 | momenta svodi se na odredivanje projekcija
| } |
} B M, ! glavnog momenta na koordinatne ose, primenu
I | Oy o ev e . . .
0 | - > analitickog nacina odredivanja momenta sile u
| o | / Y R
| o odnosu na tacku 1 Varinjonove teoreme.
g /
M Ox i i ///
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Projekcije glavnog momenta na koordinatne

(E):Z(Yi Zi_ZiYi),

ZMOy (1_51) — Z(Zi X, =X, Zi),

2 Mo, (Fi)=20(x Y-y X,).

ose su:
}L/::%QZ' ______ | M, = iZZI:I\/IOX £
i Y' ]\—j‘io | MOy = - -
i B, | : n
i - ' i Oy?,,' = MOZ —
i o i // y i=1 i=1
Mo |
o 2
Mo = (Mo, ) +(Mo, | +(M, )"
INTENZITET
GLAVNOG n b 2 n - 2
MOMENTA M, = (Z M., (F)j +( Mo, (F)j +(
i=1 =]l
PRAVAC Sy (B
GLAVNOG o _;MOX( | M, _;M@( )
Oy, =7 — oSy, =—+=
MOMENTA M, M, M, M,
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SVODENJE PROSTORNOG SISTEMA
SILA NA PROSTIJI OBLIK

Redukciona rezultanta (glavni vektor) i redukcioni rezultujuci spreg (glavni
moment) zajedno Cine torzer. Njihovo slaganje se ne moze izvrsiti neposredno
vektorskim sabiranjem.

To je u stvari svodenje sistema sila na prostiji oblik.

Analizom medusobnog odnosa glavnog vektora i glavnog momenta moze se
ustanoviti na kakav najprostiji oblik moze da se svede prostorni sistem sila.
Mogu da nastupe sledeci slucajevi:

Sistem sila je u ravnotezi

Sistem sila se svodi na spreg sila

Sistem sila se svodi na rezultantu koja prolazi kroz redukcionu tacku
Sistem sila se svodi na rezultantu koja ne prolazi kroz redukcionu tacku
Sistem sila se svodi na dinamu cija osa prolazi kroz redukcionu tacku
Sistem sila se svodi na dinamu cija osa ne prolazi kroz redukcionu tacku

N e T
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1. Sistem sila je u ravnotezi

Ako je za dati sistem sila R’ = O, MO =0

onda se dati sistem sila nalazi u ravnoteZzi, Sto ¢e biti posebno obradeno kasnije.

2. Sistem sila se svodi na spreg sila

Ako je za dati sistem sila R’ — O, MO 7 O

Slobodno kruto telo pod dejstvom ovakvog
sistema sila vrsi Cisto obrtano kretanje.
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3. Sistem sila se svodi na rezultantu koja prolazi
kroz redukcionu tacku

Ako je za dati sistem sila R’ % O, MO — V.

—

onda se dati sistem sila svodi na rezultantu R = R'
koja prolazi kroz redukcionu tacku O.

Slobodno telo pod dejstvom takvog sistema sila moze da vrsi €isto translatorno
kretanje (ako se tacka O poklapa sa teziStem tela).
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4. Sistem sila se svodi na rezultantu koja ne prolazi
kroz redukcionu tacku

Ako je za dati sistem sila R’ = 0, MO #= 0,

i pri tome su glavni vektor i glavni moment upravni vektori I’T’ZR — Mo LR’

onda se dati sistem sila svodi na rezultantu R koja je jednaka glavnom

vektoru, ali koja ne prolazi kroz tacku O.
Ako se redukcioni spreg
predstavi silama R'i R,

&mR:MO koje su istog intenziteta kao R
S 1 postavi tako da jedna od
o @ sila sprega deluje u tacki O
*=R; 1 da se njena napadna linija
poklapa sa napadnom
linijjom redukcione
rezultante dobija se
sistem sila se svodi na ortogonalni torzer, uravnotezeni sistem sila u
pa se dalje moze uprostiti 1 svesti na tacki O, koji na osnovu A3
rezultantu moze da se ukloni.
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Kako na telo sada deluje samo
jedna sila, to znaci da se

/ 9_1___(,1_%0 ) sistem sila svodi na
R rezultantu koja deluje u
tacki O,.
. : . Mo
Rastojanje OO,=d odreduje se 1z 1zraza d= R’

Ovaj slucaj u stvarnosti nastaje kod proizvoljnog sistema paralelnih sila, ili kad su sve
sile u jednoj ravni, ako je njihov glavni vektor razli¢it od nule.

U slucaju da se sistem sila svodi na ortogonalni torzer,
sistem se dalje moZe uprostiti i svesti na rezultantu R




1.5.2020. 47

5. Sistem sila se svodi na dinamu Cija osa prolazi
kroz redukcionu tacku

Ako je za dati sistemsila R’ # 0 ﬁ;lR =Mo #0

i pri tome su glavni vektor i glavni moment kolinearni vektori, tj. m, = Mo || R’

—

onda se dati sistem svodinasilu R* =R’ 1spregsila F F'
koji lezi u ravni upravnoj na silu

ﬁ*;ﬁ' A R*:i' A

Dobijeni sistem koji Cine sila 1 spreg sila koji su kolinearni zove se dinamicki zavrtanj ili
° v . . %k . °
dinama, a prava duz koje je usmeren vektor R”™ = R’ naziva se osa diname.
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Dalje uproscenje ovakvog sistema sila nije moguce, jer ga je nemoguce svesti na
jednu silu, rezultantu, ili na jedan spreg.

Slobodno kruto telo pod dejstvom takvog sistema sila mozZe da vrsi samo
sloZeno, zavojno kretanje: pomeranje tela u pravcu i smeru sile, uz obrtanje
oko tog pravca. Takvo kretanje vr$i zavrtanj kada se gura 1 obrce.

Ako se smerovi glavnog vektora 1 glavnog momenta poklapaju dinama je desna,
a ako su suprotnog smera, dinama je leva.
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6. Sistem sila se svodi na dinamu cCija osa ne prolazi
kroz redukcionu tacku

Ako je za dati sistem sila R # 0, MO #= 0,

1 pri tome glavni vektor 1 glavni moment nisu medusobno ni upravni, ni
kolinearni vektori, onda se dati sistem sila svodi na dinamu, ¢ija osa ne
prolazi kroz redukcionu tacku O.
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VARINJONOVA TEOREMA ZA PROSTORNI SISTEM SILA

Na slajdu 13 je dokazana Varinjonova teorema o momentu
rezultante sistema suceonih sila u ravni i prostoru. Medutim,
ona vazi i za proizvoljni prostorni sistem sila pod uslovom da
se sistem sila svodi na rezultantu - ako je glavni vektor tog
sistema razliCit od nule, a glavni moment jednak nuli (slucaj
3), ili ako su 1 glavni vektor 1 glavni moment razli¢iti od nule
1 upravni su vektori (slucaj 4).

VARINJONOVA TEOREMA O MOMENTU REZULTANTE PROIZVOLJNOG
PROSTORNOG SISTEMA SILA U ODNOSU NA TACKU glasi:

AKo se proizvoljni sistem sila svodi na rezultantu onda je moment rezultante
prostornog sistema sila u odnosu na bilo koju tacku O jednak vektorskom
zbiru momenata sila tog sistema u odnosu na istu tacku O.

Kako je dejstvo rezultante na telo ekvivalentno dejstvu datog sistema sila na telo,ﬁ = (Fl , FZ yeees Fn)
sledi da su im 1 obrtna dejstva u odnosu na bilo koju tacku ekvivalentna, tj:

() 350 )

i i ¢ime je Varinjonova teorema o momentu
r, xR = Z(rl Xk rezultante u odnosu na tacku dokazana.
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VARINJONOVA TEOREMA O MOMENTU REZULTANTE PROIZVOLJNOG
PROSTORNOG SISTEMA SILA U ODNOSU NA OSU glasi:

AKko se proizvoljni sistem sila svodi na rezultantu onda je moment rezultante
prostornog sistema sila u odnosu na bilo koju osu jednak algebarskom zbiru
momenata sila tog sistema u odnosu na istu osu.

Da bi se dokazala ova teorema posmatra se osa x koja
prolazi kroz tacku O. Projektovanjem jednacine

MO(R)ZZMO(E)

na osu x 1 primenom veze izmedu momenta sile u
odnosu na taCku 1 momenta sile u odnosu na osu:

V4
; ¢ime je Varinjonova

n teorema o momentu

M_ (f{) =i Z M_ (_»i) rezultante u odnosu na osu

= dokazana.
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USLOVI RAVNOTEZE PROIZVOLJNOG
PROSTORNOG SISTEMA SILA

Da bi proizvoljni prostorni sistem sila bio u
ravnoteZi potrebno je da redukciona
rezultanta (glavni vektor) i moment
rezultujuceg redukcionog sprega (glavni
moment) tog sistema sila budu istovremeno
jednaki nuli.

— uslovi ravnoteze u vektorskom obliku
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USLOVI RAVNOTEZE U ANALITICKOM OBLIKU

R':R*:\/(XR’)2+(YR’)2+(ZR’)2=\/(izn;xij2 (ZY) (sz =0

X, = Zn“Xi =Zn:Fi coso, =0, Mo, ZZ‘MO" (151)=Zn:(yi Z.-2,Y)=0,

YR, = Zn:Yi :iFl cosf; =0, MOy = ZMOy (Fl) =Z(Zi X, —X; Zi) =0,
i=1 i=1 i

Primenom veze izmedu momenta sile u odnosu na

M, (
taCku 1 momenta sile u odnosu na osu, — M, (
M, (

za analiticke uslove ravnoteze proizvoljnog z

prostornog sistema sila dobija se: -
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Analiti¢ki uslove ravnoteZe proizvoljnog prostornog sistema sila
predstavljaju sistem od Sest nezavisnih jednacina ravnoteze:

_— —_—

i=1 potrebni uslovi da se

ZY' —0 __ slobodno kruto telo ne
e 1 pomera translatorno duz
n koordinatnih osa
sistem od Sest Z Z;, =0, B
nezavisnih — =
jednacina Zn:Mx (f:l) ~0,
ravnoteze i1

~ potrebni uslovi da se

ZM (Fl) =0, — slobodno telo ne obrce
y

i=l oko tih osa

Da bi proizvoljni prostorni sistem sila bio u ravnotezi potrebno je i dovoljno da
algebarski zbir projekcija svih sila na ose Dekartovog koordinatnog sistema bude
jednak nuli i algebarski zbir momenata svih sila sistema u odnosu na te ose bude
jednak nuli.
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PROSTORNI SISTEM PARALELNIH SILA

Ako na telo deluje sistem paralelnih sila 1 ako se F, F,
koordinatni sistem izabere tako da jedna od osa =
bude paralelna silama sistema, analiti¢ki uslovi 1 I 2
ravnoteze se znatno pojednostavljuju. A B
Kako su sve sile sistema upravne na ose X1y, a e

paralelne sa osom z, za svaku od sila sistema je:

X. =0, Y =0, MZ(E)zo, i=1,2,...n x

pa se Sest jednacina ravnoteze redukuje samo na tri:

Z ) Za ravnoteZu prostornog sistema paralelnih
Ty : sila koji deluje na telo potrebno je i dovoljno
n ' da algebarski zbir projekcija svih sila na osu
Z M, (Fi =0, z koja je paralelna silama, kao i algebarski
i=l zbir momenata svih sila u odnosu na druge
Z M, (* | | dve ose, x i y , bude jednak nuli.

uslovi
ravnoteze
prostornog
sistema

paralelnih
sila




